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形状最適化理論と製品設計への応用

はじめに

はじめに

■ 形状最適化問題
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(a) 密度変動 ϕ (θ), 設計変数 θ : D → R (b) 領域変動 (設計変数) ϕ : Rd → Rd

図 1.1: d ∈ {2, 3} 次元の領域 D,Ω0 ⊂ Rd と設計変数
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形状最適化理論と製品設計への応用

はじめに

■ 概要
• 非線形計画問題としてみたときの最適設計問題の特徴 (§1) と解法 (§2)
• 最適設計問題の連続体形状最適化問題への拡張 (§3, §4, §5, §6)
• 製品設計への応用例の紹介 (§7 ∼ §11)
• FreeFEM++を用いた実習 (§12)
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の特徴

§1 最適設計問題の特徴

■ 段つき 1次元線形弾性体の断面積最適化問題 [1, 1.1 節]

断面積 a = (a1, a2)
T が与えられたとき，外力 p = (p1, p2)

T を既知として，
変位 u = (u1, u2)

T は

eY
l

(
a1 + a2 −a2
−a2 a2

)(
u1
u2

)
=

(
p1
p2

)
(1.1)

より求められる．ここで，a を設計変数，u を状態変数とみなす．

p1 u1 u2a1

l

a2 p2

l

x

Γ1 Γ2
Γ0

図 1.1: 2つの断面積をもつ 1次元線形弾性体
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の特徴

問題 1.1 (状態決定問題)

図 2.4 の 1次元線形弾性体に対して，長さ l, Young 率 eY, p ∈ R2 および
a ∈ R2 が与えられたとき，

K (a)u = p (1.2)

を満たす u ∈ R2 を求めよ．ただし，式 (1.2) は式 (1.1) を表すことにする．

問題 1.1 の解 u に対して，目的関数と制約関数 (あわせて評価関数とよぶ) を

f0 (u) =
(
p1 p2

)(u1
u2

)
= p · u,

f1 (a) = l (a1 + a2)− c1 =
(
l l

)(a1
a2

)
− c1

とおく．f0 は平均コンプライアンス，f1 は体積制約関数とよばれる．
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の特徴

設計変数の入る線形空間を X = R2 とおき，さらに，設計集合を

D = {a ∈ X | a ≥ a0}

とおく．ただし，a0 = (a01, a02)
T
> 0R2 を定数ベクトルとする．また，状態変

数の入る線形空間を U = R2 とおく．

問題 1.2 (平均コンプライアンス最小化問題)

X = R2 および U = R2 とおく．このとき，

min
(a,u)∈D×U

{f0 (u) | f1 (a) ≤ 0, 問題 1.1}

を満たす a を求めよ．

最適設計問題の特徴

最適設計問題は，状態決定問題が等式制約として加わった不等式つき非線形最
適化問題のクラスとみなすことができる．
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の特徴

例題 1.3 (平均コンプライアンス最小化問題の数値例)

問題 1.2 において l = 1, eY = 1, c1 = 1, p = (1, 1)
T, a0 = (0.1, 0.1)

T とおいて，
a の最小点を求めよ．

0
0

1

15

a1

0

1

a2

f0(a1,1–a1)

f0(a1,a2)

˜

˜

10

5

図 1.2: 設計変数の集合における平均コンプライアンス (f0 (u (a)) を f̃0 (a) とかく)
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の解法

§2 最適設計問題の解法

■ 勾配法と Newton 法 [1, 3.3 節, 3.5 節]

最初に制約なしの問題を考える．

問題 2.1 (制約なし最適化問題)

X = Rd，f : X → R に対して，

min
x∈X

f (x)

を満たす x を求めよ．
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の解法

評価関数 f の試行点 xk 周りの Taylor 展開

f (xk + y) = f (xk) + g · y + o (∥y∥X)

において，勾配 g が計算されたとき，勾配法は，

yg · (Ay) = −g · y ∀y ∈ X ⇔ yg = −A−1g (2.1)

を満たすように探索ベクトル yg ∈ X を求める方法である．ただし，A ∈ Rd×d

は正定値対称行列とする．すなわち，

A = AT, ∃α > 0 : y · (Ay) ≥ α ∥y∥2Rd ∀y ∈ X.

実際，

f (xk + ϵyg)− f (xk) = −ϵyg · (Ayg) + o (ϵ) ≤ −ϵα ∥yg∥2X + o (ϵ) .
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の解法

式 (2.1) は，

q (yg) = min
y∈X

{
q (y) =

1

2
y · (Ay) + g · y + f (xk)

}
を満たす yg ∈ X を求めることと同値である．

g

X

f

y , ‖y‖
X
=1

X ′

‖g‖
X ′

xk

R

図 2.1: 勾配 g の定義

X ′
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yg

R

q
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¯

図 2.2: 勾配法
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最適設計問題の解法

勾配 g の試行点 xk 周りの Taylor 展開

g (xk + yg) = g +Hyg + o
(
∥yg∥X

)
を満たす勾配 g と Hesse 行列 H が計算されたとき，Newton 法は，

g (xk + yg) = g +Hyg = 0X′

とおくことにより探索ベクトル yg ∈ X を求める方法である．すなわち，

yg · (Hy) = −g · y ∀y ∈ X .
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最適設計問題の解法

■ 等式制約つき問題における f の勾配と Hesse 行列 [1, 2.6 節]

最適化理論
• 設計変数を x ∈ X = Rd とする．

• 等式制約を h = (h1, · · · , hn)T : X → Rn (n < d) とかく．

最適設計理論
• 設計変数を x = (ϕ,u) ∈ X = Rd = Ξ× U = Rd−n × Rn (n < d) とする．
ϕ ∈ Ξ を設計変数，u ∈ U を状態変数とよぶ．

• 等式制約を h = (h1, · · · , hn)T : X → Rn = U ′ とおく．

問題 2.2 (等式制約つき最適化問題)

X = Rd，f : X → R, h = (h1, · · · , hn)T : X → Rn (n < d) に対して，次を満
たす x = (ϕ,u) を求めよ．

min
x∈X

{f (x) | h (x) = 0U ′}
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の解法

問題 2.2 に対する Lagrange 関数を

L (x,λ) = f (x) + λ · h (x)

と定義する．λ = (λ1, · · · , λn)T ∈ Rn は Lagrange 乗数とよばれる．

定理 2.3 (極小点 1次の必要条件 [1, 定理 2.6.4])

f ∈ C1 (X;R)，h ∈ C1 (X;Rn) および x = (ϕ,u) ∈ X において
huT (x) ∈ Rn×n が正則行列とする．このとき，x が問題 2.2 の極小点ならば，

Lx (x,λ) = 0X ,

Lλ (x,λ) = h (x) = 0U ′

を満たす λ ∈ Rn が存在する．

定理 2.3 の条件は，次のようにかける．

L ′ (x,λ)
[
y, λ̂

]
= Lx (x,λ) [y] + Lλ (x,λ)

[
λ̂
]
= 0 ∀

(
y, λ̂

)
∈ X × U.
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の解法

■ Lagrange 乗数法 (随伴変数法) による勾配の求め方

x = (ϕ,u) ∈ X = Ξ× U に注意して，問題 2.2 に対する Lagrange 関数を

L (ϕ,u,v) = f (ϕ,u) + LS (ϕ,u,v) = f (ϕ,u) + v · h (ϕ,u)

とおく．v ∈ U は Lagrange 乗数である．L の全微分に対して，

L ′ (ϕ,u,v) [φ, û, v̂]

= fϕ (ϕ,u) [φ] + LSϕ (ϕ,u,v) [φ]

+ fu (ϕ,u) [û] + LSu (ϕ,u,v) [û] (= 0 ⇐ fu + LSu (ϕ,u,v) = 0U ′ )

+ LSv (ϕ,u,v) [v̂] (= 0 ⇐ h (ϕ,u) = 0U ′ )

= g ·φ = f̃ ′ (ϕ) [φ] ∀ (φ, û, v̂) ∈ Ξ× U × U

が成り立つ．ただし，f (ϕ,u (ϕ)) を f̃ (ϕ) とかいた．
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の解法

■ Lagrange 乗数法 (随伴変数法) による Hesse 行列の求め方

許容集合と許容方向集合あるいは接面を次のように定義する．

S = {x ∈ X | h (x) = 0U ′} ,
TS (x) = {y ∈ X | hxT (x) [y] = 0Rn } .

h1x(x)
TS(x)

S

x1

x2

x3

x

y

図 2.3: 許容集合 S と許容方向集合 TS (x) (X = R3, n = 1)
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の解法

定理 2.4 (極小点 2次の必要条件 [1, 定理 2.6.6])

問題 2.2 において，f ∈ C2 (X;R) および h ∈ C2 (X;U) とする．
x = (ϕ,u) ∈ S において ∂Xh1 (x), . . . , ∂Xhn (x) が 1次独立とする．このと
き，x が極小点ならば，次が成り立つ．

Lxx (x,λ) [y,y] ≥ 0 ∀y ∈ TS (x)

定理 2.5 (極小点 2次の十分条件 [2, Theorem 2.3])

問題 2.2 において，f ∈ C2 (X;R) および h ∈ C2 (X;U) とする．x ∈ X におい
て ∂Xh1 (x), . . . , ∂Xhn (x) が 1次独立とする．このとき，x が定理 2.3 の条件
を満たし，

Lxx (x,λ) [y,y] > 0 ∀y ∈ TS (x)

を満たす (x,λ) が存在するならば，x は問題 2.2 の極小点である．
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の解法

Hesse 行列は次のように得られる．L の (ϕ,u) に対する 2階偏微分は，

L(ϕ,u)(ϕ,u) (ϕ,u,v) [(φ1, υ̂1) , (φ2, υ̂2)]

= (Lϕ (ϕ,u,v) [φ1] + Lu (ϕ,u,v) [υ̂1])ϕ [φ2]

+ (Lϕ (ϕ,u,v) [φ1] + Lu (ϕ,u,v) [υ̂1])u [υ̂2]

= Lϕϕ (ϕ,u,v) [φ1,φ2] + Luϕ (ϕ,u,v) [υ̂1,φ2]

+ Lϕu (ϕ,u,v) [φ1, υ̂2] + Luu (ϕ,u,v) [υ̂1, υ̂2]

∀ (φ1, υ̂1) , (φ2, υ̂2) ∈ TS (ϕ,u) (2.2)

となる．
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の解法

一方，j ∈ {1, 2} として，

LS(ϕ,u) (ϕ,u,v) [φj , υ̂j ]

= LSϕ (ϕ,u,v) [φj ] + LSu (ϕ,u,v) [υ̂j ]

= LSϕ (ϕ,u,v) [φj ] + LS (ϕ, υ̂j ,v) = 0 ∀ (φj , υ̂j) ∈ TS (ϕ,u)

が成り立つ．これより，

υ̂j = p (ϕ,u,v) [φj ] (2.3)

が得られると仮定する．
式 (2.3) を式 (2.2) に代入して，次が得られるとき，H は Hesse 行列となる．

h (ϕ,u,v) [φ1,φ2] = φ1 · (Hφ2)

= L(ϕ,u)(ϕ,u) (ϕ,u,v) [(φ1,p (ϕ,u,v) [φ1]) , (φ2,p (ϕ,u,v) [φ2])]

= φ1 · (Hφ2) = f̃ ′′ (ϕ) [φ1,φ2] (f̃ (ϕ) = f (ϕ,u (ϕ)))
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最適設計問題の解法

■ 簡単な問題を用いた検証 [1, 1.1 節]

問題 2.6 (平均コンプライアンス)

Ξ = R2 および U = R2 とおく．このとき，

min
(a,u)∈Ξ×U

{f (u) = p · u | K (a)u = p}

を満たす (a,u) を求めよ．

p1 u1 u2a1

l

a2 p2

l

x

Γ1 Γ2
Γ0

図 2.4: 2つの断面積をもつ 1次元線形弾性体
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最適設計問題の解法

■ 代入法
状態方程式の解 u =K−1 (a)p を f (u) に代入すれば，

f̃ (a) = f (u (a)) = p ·
(
K−1 (a)p

)
=

l

eY

(
(p1 + p2)

2

a1
+
p22
a2

)

を得る．これを a で偏微分して，次を得る．

g =


∂f̃

∂a1
∂f̃

∂a2

 =
l

eY

− (p1 + p2)
2

a21

−p
2
2

a22

 (2.4)

20 / 140
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最適設計問題の解法

さらに，それをもう一度 a で偏微分すれば，

H =


∂2f̃

∂a1∂a1

∂2f̃

∂a1∂a2
∂2f̃

∂a2∂a1

∂2f̃

∂a2∂a2

 =
l

eY


2 (p1 + p2)

2

a31
0

0
2p22
a32

 (2.5)

となる．a1, a2 > 0 のとき，H は正定値となる．
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最適設計問題の解法

■ Lagrange 乗数法

問題 2.6 に対する Lagrange 関数を

L (a,u,v) = f (u) + LS (a,u,v) = p · u+ v · (−K (a)u+ p)

とおく．v ∈ U は Lagrange 乗数である．L の全微分に対して，

L ′ (a,u,v) [b, û, v̂]

= −
{
v ·
(
∂K (a)

∂a1
u

∂K (a)

∂a2
u

)}
b

+ p · û− v ·K (a) û (= 0 ⇐ KT (a)v = p )

+ v̂ · (−K (a)u+ p) (= 0 ⇐ K (a)u = p )

= g · b ∀ (b, û, v̂) ∈ Ξ× U × U (2.6)

が成り立つ．ここで，g は代入法による式 (2.4) と一致する．
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形状最適化理論と製品設計への応用

最適設計問題の解法

Hesse 行列は次のように得られる．許容集合と許容方向集合あるいは接面を

S = { (a,u) ∈ Ξ× U | h (a,u) = 0U ′} ,
TS (a,u) = {(b, υ̂) ∈ Ξ× U | hau (a,u) [b, υ̂] = 0Rn } .

とおく．L の設計変数 (a,u) に対する 2階偏微分は，

L(a,u)(a,u) (a,u,v) [(b1, υ̂1) , (b2, υ̂2)]

= (L0a (a,u,v) [b1] + L0u (a,u,v) [υ̂1])a [b2]

+ (L0a (a,u,v) [b1] + L0u (a,u,v) [υ̂1])u [υ̂2]

=

(
b2
υ̂2

)
·
(
HLS

(
b1
υ̂1

))
∀ (b1, υ̂1) , (b2, υ̂2) ∈ TS (a,u) (2.7)

となる．ここで，次のようである．

HLS =

(
LSaa LSau

LSua LSuu

)
= −

 0R2×2

(
vTKa1

vTKa2

)
(
KT

a1
v KT

a2
v
)

0R2×2


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最適設計問題の解法

一方，j ∈ {1, 2} に対して

LS(a,u) (a,u,v) [bi, υ̂j ] = v · {− (K ′ (a) [bi])u−K (a) (υ̂j)} = 0

∀ (bi, υ̂j) ∈ TS (a,u)

より，次を得る．

υ̂j = −K−1 (a) (K ′ (a) [bi]) =

−u1
a1

0

−u1
a1

−u2 − u1
a2

(bi1bi2
)

(2.8)

式 (2.8) を式 (2.7) に代入し，自己随伴関係を用いれば，

h (a,u,v) [b1, b2]

= L(a,u)(a,u) (a,u,v) [(b1, υ̂1) , (b2, υ̂2)]

= b1 · (Hb2) (2.9)

となる．ここで，H は代入法で得られた式 (2.5) と一致する．
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最適設計問題の解法

■ 制約つき問題における勾配法と Newton 法 [1, 3.7 節, 3.8 節]

これ以降，最適設計問題における設計変数 ϕ を x とかくことにする．

問題 2.7 (制約つき最適化問題)

X = Rd とする．f0, · · · , fm ∈ C2 (X;R) に対して，

min
x∈X

{f0 (x) | f1 (x) ≤ 0, · · · , fm (x) ≤ 0}

を満たす x を求めよ．

不等式制約が満たされる許容集合と有効な制約に対する添え字の集合を

S = {x ∈ X | f1 (x) ≤ 0, · · · , fm (x) ≤ 0} ,
IA (x) = { i ∈ {1, · · · ,m} | fi (x) ≥ 0} =

{
i1, · · · , i|IA(x)|

}
とおく．
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最適設計問題の解法

問題 2.8 (制約つき問題に対する勾配法)

試行点 xk ∈ S において f0 (xk), fi1 (xk) = 0, · · · , fi|IA| (xk) = 0, g0 (xk),

gi1 (xk), · · · , gi|IA| (xk) を既知とする．また，A ∈ Rd×d を正定値実対称行列，

ca を正の定数とする．このとき，

q (yg) = min
y∈X

{
q (y) =

1

2
y · (caAy) + g0 (xk) · y + f0 (xk)

∣∣∣∣
fi (xk) + gi (xk) · y ≤ 0 for i ∈ IA (xk)

}
を満たす xk+1 = xk + yg を求めよ．

問題 2.8 の Lagrange 関数を次のようにおく．

LQ (y,λk+1) = q (y) +
∑

i∈IA(xk)

λi k+1 (fi (xk) + gi (xk) · y)
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X

X ′

xkR

g2 g0

q0

f2+g2·yg=0

f1+g1·yg=0

g1

yg

図 2.5: 制約つき問題に対する勾配法
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問題 2.8 の最小点 yg における KKT 条件は，

LQy (y,λk+1) = caAyg + g0 (xk) +
∑

i∈IA(xk)

λi k+1gi (xk) = 0X′ , (2.10)

LQλk+1
(y,λk+1) = fi (xk) + gi (xk) · yg ≤ 0 for i ∈ IA (xk) , (2.11)

λi k+1 (fi (xk) + gi (xk) · yg) = 0 for i ∈ IA (xk) , (2.12)

λi k+1 ≥ 0 for i ∈ IA (xk) (2.13)

となる．
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ここで，yg0, ygi1 , · · · , ygi|IA| を i ∈ IA (xk) ごとに勾配法を適用したときの

解とする．すなわち，

ygi = − (caA)
−1
gi for i ∈ IA (xk) .

また，λk+1 ∈ R|IA| を未知の Lagrange 乗数とする．このとき，

yg = yg (λk+1) = yg0 +
∑

i∈IA(xk)

λi k+1 ygi

は式 (2.10) を満たす．さらに，式 (2.11) は
gi1 · ygi1 · · · gi1 · ygi|IA|

...
. . .

...
gi|IA| · ygi1 · · · gi|IA| · ygi|IA|


 λi1 k+1

...
λi|IA| k+1

 = −

 fi1 + gi1 · yg0
...

fi|IA| + gi|IA| · yg0


となる．この連立一次方程式より，λk+1 が決定される．
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最適設計問題の解法

(2) 状態決定問題を解いて，評価関数を計算する．

(4) 勾配法で設計変数の変動を求める．

(6) 設計変数を更新して (k+1)，(2) をおこなう．

(7) 終了条件

Yes

No

(3) 随伴問題を解いて，評価関数の勾配を計算する．

(5) Lagrange 乗数を求める．

(1)  初期設定 (k=0)

(8) 終了

(k+1→k)

図 2.6: 制約つき最適化問題に対する勾配法のアルゴリズム
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問題 2.9 (制約つき問題に対する Newton 法)

試行点 xk ∈ X において，λk ∈ R|IA| は KKT 条件を満たすとする．また，

HL (xk) =H0 (xk) +
∑

i∈IA(xk)

λikHi (xk)

とおく．このとき，

q (yg) = min
y∈X

{
q (y) =

1

2
y · (HL (xk)y) + g0 (xk) · y + f0 (xk)

∣∣∣∣
fi (xk) + gi (xk) · y ≤ 0 for i ∈ IA (xk)

}
を満たす xk+1 = xk + yg を求めよ．

勾配法の A を HL におきかえれば Newton 法になる．
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(2) 状態決定問題を解いて，評価関数を計算する．

(8) 終了条件

Yes

No

(4) 随伴問題を解いて，勾配とHesse 行列を計算する．

(1)  初期設定 (k=0)

(9) 終了

(k+1→k)

(5) Newton 法で設計変数の変動を求める．

(7) 設計変数を更新して (k+1)，(2) をおこなう．

(6) Lagrange 乗数を求める．

勾配法で設計変数の変動を求める．

随伴問題を解いて，勾配を計算する．

Lagrange 乗数を求める．

(3) 制約関数の
     Hesse 行列

Yes

No

図 2.7: 制約つき最適化問題に対する Newton 法のアルゴリズム
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■ 数値例

0
0

1

15

a1

0

1

a2

f0(a1,1–a1)

f0(a1,a2)

˜

˜

10

5

図 2.8: 体積制約つき平均コンプライアンス最小化問題の数値例
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0 1

a2

a1

a(0)=(1/2,1/2)T

0

1

bg0(0)a(1)

a=(2/3,1/3)T
a(2)λ1(1)bg1(0)

λ1(2)bg1(1)

bg0(1)

a(5)

0 1 2 3 4 5
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0.95

1.00

C
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t 
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n
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n

f0/f0 init

1+f1

Step number k

(a) 試行点の推移 (b) 評価関数の履歴

図 2.9: 勾配法による数値解
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0 1

a2

a1

a(0)=(0.5,0.5)T

0

1

a(1)

bg0(0)

λ1(1)bg1(0)

λ1(2)bg1(1)

bg0(1)

a=(2/3,1/3)T
a(2)
a(3)
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Step number k

(a) 試行点の推移 (b) 評価関数の履歴

図 2.10: Newton 法による数値解
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§3 関数解析の基礎
■ 関数空間 [1, 4.3 節]

• W k,p
(
Ω;Rd

)
: k 階微分まで p 乗可積分な関数 Ω → Rd の集合

(Sobolev 空間: 完備なノルム空間 (Banach 空間) の性質をもつ)

• W 0,2
(
Ω;Rd

)
= L2

(
Ω;Rd

)
• W k,2

(
Ω;Rd

)
= Hk

(
Ω;Rd

)
: H1

(
Ω;Rd

)
の場合，たとえば，内積

(u,v)H1(Ω;Rd) =

∫
Ω

{
u · v +

(
∇uT

)
·
(
∇vT

)}
dx

に対して完備な内積空間 (Hilbert 空間) の性質をもつ．

• W 0,∞ (Ω;Rd
)
= L∞ (Ω;Rd

)
: 有界かつ可積分な関数の集合

• W 1,∞ (Ω;Rd
)
: Lipschitz 連続な関数の集合

• C0,σ (Ω;R) : σ ∈ (0, 1] に対して，Hölder 連続な関数の集合
(σ = 1 のとき， Lipschitz 連続に対応する)
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x

f

x

f

(a) σ = 0.5 (b) σ = 1 (Lipschitz 連続)

図 3.1: Hölder 連続な関数

37 / 140



形状最適化理論と製品設計への応用
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■ 関数空間の包含関係

定理 3.1 (Sobolev の埋蔵定理)

k ∈ {1, 2, · · · }, p ∈ [1,∞) に対して，k + 1− d/p ≥ k − d/q ならば

W k+1,p (Ω;R) ⊂W k,q (Ω;R)

が成り立つ．さらに，0 < σ = k − d/p < 1 ならば，

W k,p (Ω;R) ⊂ C0,σ (Ω;R)

となる．
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関数解析の基礎

定理 3.2 (Hölder の不等式)

d ∈ N に対して，Ω を Rd 上の可測集合とし，p, q ∈ (1,∞) は

1

p
+

1

q
= 1

を満たすとする．このとき，f ∈ Lp (Ω;R) と g ∈ Lq (Ω;R) に対して

∥fg∥L1(Ω;R) ≤ ∥f∥Lp(Ω;R) ∥g∥Lq(Ω;R)

が成り立つ．
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関数解析の基礎

■ 双対空間 [1, 4.4 節]

Banach 空間 X に対して，

f (v) =

∫
Ω

uv dx = ⟨u, v⟩ ∀v ∈ X

を満たすような有界線形汎関数 f ( · ) = ⟨u, · ⟩ の集合 (u の集合) を X ′ とかい
て，X の双対空間という．また，⟨·, ·⟩ : X ′ ×X → R を ⟨·, ·⟩X′×X ともかいて，
双対積という．
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関数解析の基礎

定義 3.3 (k 階の Fréchet 微分)

X と Y を R 上の Banach 空間とする．x ∈ X の近傍 B ⊂ X 上で f : B → Y
が定義されているとする．任意の変動ベクトル y1 ∈ X に対して，

lim
∥y1∥X→0

∥f (x+ y1)− f (x)− f ′ (x) [y1]∥Y
∥y1∥X

= 0 (3.1)

を満たす有界線形作用素 f ′ (x) [ · ] ∈ L (X;Y ) が存在するとき，f ′ (x) [y1] を f
の x における Fréchet 微分という．さらに，任意の y2 ∈ X に対して，

lim
∥y2∥X→0X

∥f ′ (x+ y2) [y1]− f ′ (x) [y1]− f ′′ (x) [y1,y2]∥Y
∥y2∥X

= 0

を満たす f ′′ (x) [y1, · ] ∈ L (X;L (X;Y )) が存在するとき，f ′′ (x) [y1,y2] を f
の x における 2階の Fréchet 微分という．L (X;L (X;Y )) を L2 (X ×X;Y ) と
かく．k ∈ {3, 4, . . .} 階の Fréchet 微分 f (k) も同様に定義される．
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式 (3.1) は，

f (x+ y1) = f (x) + f ′ (x) [y1] + o (∥y1∥X)

ともかける．ここで，o (∥y1∥X) は

lim
∥y1∥X→0

o (∥y1∥X)

∥y1∥X
= 0Y

のように定義される．
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§4 偏微分方程式の境界値問題
■ 線形弾性問題 [1, 5.4 節]

Ω ⊂ Rd の境界 ∂Ω は Lipchitz 連続とする．ひずみと応力を次のようにかく．

E (u) =
1

2

{
∇uT +

(
∇uT

)T}
, S (u) = CE (u)

ΓD

Γp

pN

b

uD

Ω

図 4.1: 線形弾性問題

問題 4.1 (線形弾性問題)

体積力 b : Ω → Rd, 境界力 pN : ΓN → Rd,
既知変位 uD : Ω → Rd に対して，

−∇TS (u) = bT in Ω,

S (u)ν = pN on ΓN,

u = uD on ΓD

を満たす変位 u : Ω → Rd を求めよ．
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U =
{
u ∈ H1

(
Ω;Rd

) ∣∣ u = 0Rd on ΓD

}
,

U (uD) =
{
u ∈ H1

(
Ω;Rd

) ∣∣ u = uD on ΓD

}
,

a(u,v) =

∫
Ω

S (u) ·E (v) dx,

l (v) =

∫
Ω

b · v dx+

∫
ΓN

pN · v dγ.

問題 4.2 (線形弾性問題の弱形式)

b ∈ L2
(
Ω;Rd

)
, pN ∈ L2

(
ΓN;Rd

)
, C ∈ L∞ (Ω;Rd×d×d×d

)
, uD ∈ H1

(
Ω;Rd

)
のとき，

a (u,v) = l (v) ∀v ∈ U

を満たす u ∈ U (uD) を求めよ．
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■ 楕円型偏微分方程式の弱解の一意存在 [1, 5.2 節]

定理 4.3 (Lax-Milgram の定理)

U を実 Hilbert 空間とする．a は強圧的かつ有界とする．また，l ∈ U ′ とする．
このとき，問題 4.2 の解 u ∈ U は一意に存在する．

例題 4.4 (線形弾性問題の解の一意存在)

問題 4.2 において，|ΓD| > 0 のとき，解 u ∈ U (uD) は一意に存在することを
示せ．

(解答) 次のおきかえにより，Lax-Milgram の定理の仮定が成り立つことが確かめられる．

a (ũ,v) = l (v)− a (uD,v) l̂ (v)

□
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■ 解の正則性 [1, 5.3 節]

問題 4.1 において，角点と Dirichlet 境界と Neumann 境界の境界 Γ̄N ∩ Γ̄D の
近傍を B とかくことにする．
b ∈ L2

(
Ω;Rd

)
ならば，u ∈ H2

(
Ω \ B̄;R

)
を得る．

α

Γ1

Γ2

x0∈Θ

B(x0,r0)

θ

Ω

図 4.2: 角をもつ 2次元領域
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B(x0,r0)

Ω

ΓN

ΓDB(x0,r0)

Ω

(a) 同一種境界で開き角が α > π (b) 混合境界で開き角が α > π/2

図 4.3: 特異性が現れる角をもつ 2次元領域

定理 4.5 (角点近傍における解の正則性 [1, 定理 5.3.2])

厳密解 u は x0 の近傍で u ∈ Hs
(
B (x0, r0) ∩ Ω;R2

)
に入る．ただし，

1 Γ1 と Γ2 が同一種境界ならば，α ∈ [π, 2π) のとき s ∈ (3/2, 2]

2 Γ1 と Γ2 が混合境界ならば，α ∈ [π/2, π) のとき s ∈ (3/2, 2]，および
α ∈ [π, 2π) のとき s ∈ (5/4, 3/2] となる．

47 / 140



形状最適化理論と製品設計への応用

偏微分方程式の境界値問題

定理 4.6 (角点近傍における解の正則性)

厳密解 u は x0 の近傍で

1 Γ1 と Γ2 が同一種境界ならば，α < π のとき，

2 Γ1 と Γ2 が混合境界ならば，α < π/2 のとき，

W 1,∞ (B (x0, r0) ∩ Ω;R2
)
に入る．
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§5 線形弾性体の密度型位相最適化 [1, 第 8章]

φ(θ)

D

ΓD

Γp

pN

b

uD

10
0 φ

‖C‖

φα‖C‖

0 2 4 6−2−6 −4

1.0

0.5

θ

φ

(a) 線形弾性体 (b) 密度 ϕ と剛性 ϕα∥C∥ (c) 密度 (tanh θ + 1) /2

図 5.1: SIMP (solid isotropic material with penalization) モデルと設計変数 θ : D → R
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■ 線形空間と許容集合 [1, 8.1 節]

設計変数を θ ∈ D ⊂ X とおく．ただし，線形空間 X と許容集合 D を

X = H1 (D;R) ,
D = X ∩W 1,∞ (D;R)

とおく．密度を

ϕ (θ) =
1

2
tanh θ +

1

2

とおく．さらに，状態変数 (状態決定問題の解) u の線形空間と許容集合を

U =
{
u ∈ H1

(
D;Rd

) ∣∣ u = 0Rd on ΓD

}
,

U (uD) =
{
u ∈ H1

(
D;Rd

) ∣∣ u = uD on ΓD

}
,

S = U ∩W 1,2qR
(
D;Rd

)
, S (uD) = U (uD) ∩W 1,2qR

(
D;Rd

)
とおく．ただし，qR > d とする．
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線形弾性体の密度型位相最適化

■ 状態決定問題 (等式制約)[1, 8.8 節]

問題 5.1 (θ 型線形弾性問題)

α > 1 を定数とする．θ ∈ D, b (θ), pN に対して，

−∇T (ϕα (θ)S (u)) = bT (θ) in D,

ϕα (θ)S (u)ν = pN on ΓN,

u = uD on ΓD

を満たす u ∈ S (uD) を求めよ．
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■ 評価関数
平均コンプライアンスと領域の大きさに対する制約関数を次のようにおく．

f0 (θ,u) =

∫
D

b (θ) · u dx+

∫
ΓN

pN · u dγ −
∫
ΓD

uD · (ϕα (θ)S (u)ν) dγ,

f1 (θ) =

∫
D

ϕ (θ) dx− c1.

問題 5.2 (平均コンプライアンス最小化問題)

f0 と f1 に対して，

min
(θ,u−uD)∈D×S(uD)

{f0 (θ,u) | f1 (θ) ≤ 0, 問題 5.1}

を満たす θ を求めよ．
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■ 評価関数の θ 微分 [1, 8.8 節]

f0 (θ,u) の Lagrange 関数を

L0 (θ,u,v0) = f0 (θ,u) + LS (θ,u,v0)

とおく．ただし，LS は問題 5.1 の Lagrange 関数で次のようにおく．

LS (θ,u,v0)

=

∫
D

{−ϕα (θ)S (u) ·E (v0) + b (θ) · u}dx+

∫
ΓN

pN · u dγ

+

∫
ΓD

{(u− uD) · (ϕα (θ)S (v0)ν) + v0 · (ϕα (θ)S (u)ν)} dγ
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L0 の Fréchet 微分に対して，次が成り立つ．

L ′
0 (θ,u,v0) [ϑ, û, v̂0]

= L0θ (θ,u,v0) [ϑ]

+ L0u (θ,u,v0) [û] (= 0 ⇐ L0 (θ,v0, û) = 0 ∀û ∈ U )

+ L0v0 (θ,u,v0) [v̂0] (= 0 ⇐ L0 (θ,u, v̂0) = 0 ∀v̂0 ∈ U )

=

∫
D

{
b′ · (u+ v0)− αϕα−1ϕ′S (u) ·E (v0)

}
ϑ dx

= ⟨g0, ϑ⟩ ∀ (ϑ, û, v̂0) ∈ X × U × U

一方，f1 (θ) に関しては，次が成り立つ．

f ′1 (θ) [ϑ] =

∫
D

ϕ′ϑ dx = ⟨g1, ϑ⟩ ∀ϑ ∈ X
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■ 評価関数の θ Hesse 形式

b は θ の関数ではないと仮定する．(θ,u) を設計変数とみなし，その許容集合
と許容方向集合を

S = {(θ,u) ∈ D × S | LS (θ,u,v) = 0 for all v ∈ U } ,
TS (θ,u) = {(ϑ, υ̂) ∈ X × U | LSθu (θ,u,v) [ϑ, υ̂] = 0 for all v ∈ U }

とおく．このとき，L0 の設計変数 (θ,u) に対する 2階 Fréchet 偏微分は

L0(θ,u)(θ,u) (θ,u,v0) [(ϑ1, υ̂1) , (ϑ2, υ̂2)]

= L0θθ (θ,u,v0) [ϑ1, ϑ2] + L0θu (θ,u,v0) [ϑ1, υ̂2]

+ L0θu (θ,u,v0) [ϑ2, υ̂1] + L0uu (θ,u,v0) [υ̂1, υ̂2]

∀ (ϑ1, υ̂1) , (ϑ2, υ̂2) ∈ TS (θ,u) (5.1)

となる．
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式 (5.1) 右辺の各項は，

L0θθ (θ,u,v0) [ϑ1, ϑ2] =

∫
D

− (ϕα (θ))
′′
S (u) ·E (v0)ϑ1ϑ2 dx, (5.2)

L0θu (θ,u,v0) [ϑ1, υ̂2] =

∫
D

− (ϕα (θ))
′
S (υ̂2) ·E (v0)ϑ1 dx, (5.3)

L0θu (θ,u,v0) [ϑ2, υ̂1] =

∫
D

− (ϕα (θ))
′
S (υ̂1) ·E (v0)ϑ2 dx, (5.4)

L0uu (θ,u,v0) [υ̂1, υ̂2] = 0 (5.5)

となる．ただし，u− uD, v0 − uD, υ̂1 および υ̂2 は ΓD 上で 0Rd となることを
用いた．
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一方，j ∈ {1, 2} に対して，

LSθu (θ,u,v) [ϑj , υ̂j ]

=

∫
D

{
− (ϕα (θ))

′
ϑjS (υ)− ϕα (θ)S (υ̂j)

}
·E (v) dx

= 0 ∀ (ϑj , υ̂j) ∈ TS (θ,u) (5.6)

となる．ただし，v0 と υ̂j の Dirichlet 境界条件が使われた．式 (5.6) より，

S (υ̂j) = − (ϕα (θ))
′

ϕα (θ)
ϑjS (u) in D (5.7)

を得る．そこで，式 (5.7) の υ̂j を式 (5.4) の υ̂1 と式 (5.3) の υ̂2 に代入すれ
ば，次を得る．

L0θu (θ,u,v0) [ϑ1, υ̂2] = L0θu (θ,u,v0) [ϑ2, υ̂1]

=

∫
D

(ϕα (θ))
′2

ϕα (θ)
S (u) ·E (v0)ϑ1ϑ2 dx (5.8)
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f0 の 2階 θ 微分は，式 (5.8) と式 (5.2) を式 (5.1) に代入することにより，

h0 (θ,u,v0) [ϑ1, ϑ2] =

∫
D

{
2
(ϕα (θ))

′2

ϕα (θ)
− (ϕα (θ))

′′

}
S (u) ·E (v0)ϑ1ϑ2 dx

=

∫
D

β (α, θ)S (u) ·E (v0)ϑ1ϑ2 dx

となる．ただし，β (α, θ) は

β (α, θ) = α (α+ 1)

(
1

2
tanh θ +

1

2

)α−2(
sech2θ

2

)2

− α

(
1

2
tanh θ +

1

2

)α−1 (
−sech2θ tanh θ

)
となる．図 5.2 (a) より，β (α, θ) > 0 が確認される．さらに，自己随伴関係を用
いれば，S (u) ·E (v0) > 0 となり，h0 (θ,u,v0) [ · , · ] は X 上の強圧的かつ有界
なある双 1次形式となる．
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一方，f1 (θ) の 2階 θ 微分は，

h1 (θ) [ϑ1, ϑ2] =

∫
D

ϕ′′ (θ)ϑ1ϑ2 dx =

∫
D

−sech2θ tanh θϑ1ϑ2 dx

となる．図 5.2 (b) より，h1 (θ) [ · , · ] は強圧的にはならない．

2

1

θ
0 1 2 3−1−3 −2

α=3

β

α=2

−0.2

−0.4

θ
0

1 2 3

−1−3 −2

φ′′

0.4

0.2

(a) β (α, θ) (b) ϕ′′ (θ)

図 5.2: 評価関数の 2階 θ 微分における係数関数
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■ H1 勾配法と H1 Newton 法 [1, 8.6 節]

問題 5.3 (θ 型 H1 勾配法)

X 上の有界かつ強圧的な双 1次形式 aX : X ×X → R と gi (θk) ∈ X ′ が与えら
れたとき，

aX (ϑgi, ψ) = −⟨gi (θk) , ψ⟩ ∀ψ ∈ X

を満たす ϑgi ∈ X を求めよ．

例えば，

aX (ϑ, ψ) =

∫
D

(∇ϑ ·∇ψ + cDϑψ) dx

とおく．アルゴリズムは，図 2.6 が使われる．
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問題 5.4 (H1 内積を用いた θ 型 H1 勾配法)

θ ∈ D に対して gi ∈ X ′ が与えられたとき，次を満たす ϑgi ∈ X を求めよ．

−∆ϑgi + cDϑgi = −gi in D,

∂νϑgi = 0 on ∂D.

φα(θ)

D

−gi

cD         

図 5.3: H1 空間の内積を用いた H1 勾配法
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定理 5.5 (θ 型 H1 勾配法 [1, 定理 8.4.2, 定理 8.5.5])

θ ∈ D に対して，問題 5.1 の解 u が S (uD) に入るとき，i ∈ {0, 1} に対して，
gi ∈ LqR (D;R) となる．さらに，問題 5.4 の弱解 ϑgi は一意に存在し，その解
ϑgi は D \ B̄ 上で，W 1,∞ 級となる．また，ϑgi は f̃i (θ) の降下方向を向いて
いる．

(証明) Hölder の不等式などにより，gi ∈ LqR (D;R) ⊂ X ′ を得る．さらに，
Lax-Milgram の定理より，ϑgi は一意に存在し，ϑgi は D \ B̄ 上で W 2,qR 級を得
る．さらに，Sobolev の埋蔵定理より，

2− d

qR
= 1 + σ > 1 (σ ∈ (0, 1)) ⇒ W 2,qR

(
D \ B̄,R

)
⊂W 1,∞ (D \ B̄,R

)
が成り立つ．また，次が成り立つ．

f̃i (θ + ϵ̄ϑgi)− f̃i (θ) = ϵ̄ ⟨gi, ϑgi⟩+ o (|ϵ̄|)

= −ϵ̄aX (ϑgi, ϑgi) + o (|ϵ̄|) ≤ −ϵ̄αX ∥ϑgi∥2X + o (|ϵ̄|)
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問題 5.6 (θ 型 H1 Newton 法)

試行点 θk ∈ X において，λk ∈ R|IA| は KKT 条件を満たすとする．また，

hL (θk) [ϑ1, ϑ2] = h0 (θk) [ϑ1, ϑ2] +
∑

i∈IA(θk)

λikhi (θk) [ϑ1, ϑ2] ∀ϑ1, ϑ2 ∈ X

とおく．aX : X ×X → R を X 上の有界かつ強圧的な双 1次形式とするとき，

chhL (θk) [ϑgi, ψ] + caaX (ϑgi, ψ) = −⟨gi (θk) , ψ⟩ ∀ψ ∈ X

を満たす φgi ∈ X を求めよ．

図 2.7 のアルゴリズムが使われる．
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■ 数値例

¡D0 ¡p0

pN

0 200 400 600

評
価
関
数

f0/f0 init

1+f1/c1
1.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

H1勾配法H1 Newton 法

ステップ数 k

(a) 初期密度と境界条件 (b) 評価関数の履歴

(c) H1 勾配法による最適密度 (d) H1 Newton 法による最適密度

図 5.4: 2次元線形弾性体の密度型位相最適化問題に対する数値例
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§6 線形弾性体の形状最適化 [1, 第 9章]

■ 線形空間と許容集合 [1, 9.1 節]

設計変数を ϕ ∈ D ⊂ X とおく．ただし，線形空間 X と許容集合 D を

X =
{
ϕ ∈ H1

(
Rd;Rd

) ∣∣ ϕ = 0Rd on Ω̄C0

}
,

D =
{
ϕ ∈ X ∩W 1,∞ (Rd;Rd

) ∣∣全単射の条件 }.
とおく．ただし，Ω̄C0 ⊂ Ω̄0 は設計上の固定領域あるいは境界とする．
状態変数 (状態決定問題の解) u の線形空間と許容集合を

U =
{
u ∈ H1

(
Rd;Rd

) ∣∣ u = 0Rd on ΓD (ϕ)
}
,

U (uD) =
{
u ∈ H1

(
Rd;Rd

) ∣∣ u = uD on ΓD (ϕ)
}
,

S = U ∩W 1,∞ (Rd;Rd
)
,

S (uD) = U (uD) ∩W 1,∞ (Rd;Rd
)

とおく．
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■ 状態決定問題 (等式制約)[1, 9.11 節]

問題 6.1 (線形弾性問題)

ϕ ∈ D, b (ϕ), pN (ϕ), uD (ϕ) および C (ϕ) に対して，

−∇TS (ϕ,u) = bT (ϕ) in Ω(ϕ) ,

S (ϕ,u)ν = pN (ϕ) on Γp (ϕ) ,

S (ϕ,u)ν = 0Rd on ΓN (ϕ) \ Γ̄p (ϕ) ,

u = uD (ϕ) on ΓD (ϕ)

を満たす u ∈ S (uD) を求めよ．
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■ 評価関数 [1, 9.11 節]

平均コンプライアンスと領域の大きさに対する制約関数を次のようにおく．

f0 (ϕ,u) =

∫
Ω(ϕ)

b · u dx+

∫
ΓN(ϕ)

pN · u dγ −
∫
ΓD(ϕ)

uD · (S (u)ν) dγ,

f1 (ϕ) =

∫
Ω(ϕ)

dx− c1.

問題 6.2 (平均コンプライアンス最小化問題)

f0 と f1 に対して，

min
(ϕ,u−uD)∈D×S

{f0 (ϕ,u) | f1 (ϕ) ≤ 0, 問題 6.1}

を満たす Ω(ϕ) を求めよ．
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■ 評価関数の形状微分 [1, 9.11 節]

f0 (ϕ,u) の Lagrange 関数を

L0 (ϕ,u,v0) = f0 (ϕ,u) + LS (ϕ,u,v0)

とおく．ただし，LS は問題 6.1 の Lagrange 関数で次のようにおく．

LS (ϕ,u,v) =

∫
Ω(ϕ)

(−S (u) ·E (v) + b · v) dx+

∫
Γp(ϕ)

pN · v dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

{(u− uD) · (S (v)ν) + v · (S (u)ν)}dγ

68 / 140



形状最適化理論と製品設計への応用

線形弾性体の領域変動型形状最適化

b (ϕ), pN (ϕ), uD (ϕ) および C (ϕ) は物質固定であると仮定する．このとき，

L ′
0 (ϕ,u,v0) [φ, û, v̂0]

= L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ]

+ L0u (ϕ,u,v0) [û] (= 0 ⇐ L0 (ϕ,v0, û) = 0 ∀û ∈ U )

+ L0v0
(ϕ,u,v0) [v̂0] (= 0 ⇐ L0 (ϕ,u, v̂0) = 0 ∀v̂0 ∈ U )

= ⟨g0,φ⟩ (⇐ [1, 命題 9.3.4 と命題 9.3.7] )

=

∫
Ω(ϕ)

(
GΩ0 ·∇φT + gΩ0∇ ·φ

)
dx

+

∫
Γp(ϕ)

gp0 ·φ dγ +

∫
∂Γp(ϕ)∪Θ(ϕ)

g∂p0 ·φ dς

∀ (φ, û, v̂0) ∈ Ξ× U × U
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が成り立つ．ただし，

GΩ0 = 2S (u)
(
∇uT

)T
,

gΩ0 = −S (u) ·E (u) + 2b · u,
gp0 = 2κ (pN · u)ν,
g∂p0 = 2 (pN · u) τ

である．
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あるいは，b, pN, uD および C は空間固定の関数であると仮定して，u と v0
は qR > d に対して W 2,2qR

(
Rd;Rd

)
と仮定とき，

L0ϕ∗ (ϕ,u,v0) [φ]

= ⟨ḡ0,φ⟩ (⇐ [1, 命題 9.3.9 と命題 9.3.12] )

=

∫
∂Ω(ϕ)

ḡ∂Ω0 ·φ dγ +

∫
Γp(ϕ)

ḡp0 ·φ dγ +

∫
∂Γp(ϕ)∪Θ(ϕ)

ḡ∂p0 ·φ dς

+

∫
ΓD(ϕ)

ḡD0 ·φ dγ

のようにかかれる．ここで，

ḡ∂Ω0 = (−S (u) ·E (u) + 2b · u)ν,
ḡp0 = 2 (∂ν + κ) (pN · u)ν,
ḡ∂p0 = 2 (pN · u) τ ,
ḡD0 = 2 {∂ν (u− uD) · (S (u)ν)}ν.
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一方，f1 (ϕ) の形状微分は，

f ′1 (ϕ) [φ] = ⟨g1,φ⟩ =
∫
Ω(ϕ)

∇ ·φ dx

となる．あるいは，

f ′1 (ϕ) [φ] = ⟨ḡ1,φ⟩ =
∫
∂Ω(ϕ)

ν ·φ dγ

となる．
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■ 評価関数の形状 Hesse 形式 [1, 9.11 節]

b = 0Rd を仮定する．設計変数 (ϕ,u) を (ϕ,u) の許容集合と許容方向集合を

S = {(ϕ,u) ∈ D × S | LS (ϕ,u,v) = 0 for all v ∈ U } ,
TS (ϕ,u) = {(φ, υ̂) ∈ X × U | LSϕu (ϕ,u,v) [φ, υ̂] = 0 for all v ∈ U }

とおく．このとき，L0 の (ϕ,u) に対する 2階 Fréchet 偏微分は，

L0(ϕ′,u)(ϕ′,u) (ϕ,u,v0) [(φ1, υ̂1) , (φ2, υ̂2)]

= (L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ1] + L0u (ϕ,u,v0) [υ̂1])ϕ [φ2]

+ (L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ1] + L0u (ϕ,u,v0) [υ̂1])u [υ̂2]

= L0ϕ′ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ1,φ2] + L0ϕ′u (ϕ,u,v0) [φ1, υ̂2]

+ L0ϕ′u (ϕ,u,v0) [φ2, υ̂1] + L0uu (ϕ,u,v0) [υ̂1, υ̂2]

∀ (φ1, υ̂1) , (φ2, υ̂2) ∈ TS (ϕ,u) (6.1)

となる．式 (6.1) の右辺第 1項の計算は省略する．
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式 (6.1) の右辺第 2項は，

L0ϕ′u (ϕ,u,v0) [φ1, υ̂2]

=

∫
Ω(ϕ)

[{
S (υ̂2)

(
∇vT0

)T
+ S (v0)

(
∇υ̂T

2

)T} ·∇φT
1

− (S(υ̂2) ·E (v0))∇ ·φ1

]
dx (6.2)

となる．
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一方，j ∈ {1, 2} に対して，

LSϕ′u (ϕ,u,v) [φj , υ̂j ]

=

∫
Ω(ϕ)

{
S (u) ·

(
∇φT

j ∇vT
)s

+ S (v) ·
(
∇φT

j ∇uT
)s

− (S (u) ·E (v))∇ ·φj − S (υ̂j) ·E (v)
}
dx

=

∫
Ω(ϕ)

[{(
∇φT

j

)T
S (u) +C

(
∇φT

j ∇uT
)s − S (u)∇ ·φj

− S (υ̂j)
}(

∇vT
)T] · I dx

= 0 ∀ (φj , υ̂j) ∈ TS (ϕ,u) (6.3)

となる．ただし，v と υ̂j の Dirichlet 境界条件が使われた．
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任意の v ∈ U に対して式 (6.3) が成り立つことから，

S (υ̂j)
(
∇vT

)T
=
{(

∇φT
j

)T
S (u) +C

(
∇φT

j ∇uT
)s −∇ ·φjS (u)

}(
∇vT

)T
(6.4)

が得られる．また，式 (6.3) は

LSϕ′u (ϕ,u,v) [φj , υ̂j ]

=

∫
Ω(ϕ)

[
∇vTS (u)∇φT

j

+ S (v)
{(

∇uT
)T ((∇φT

j

)T −∇ ·φj

)
−
(
∇υ̂T

j

)T}] · I dx

= 0

ともかける．
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そこで，

S (v)
(
∇υ̂T

j

)T
= ∇vTS (u)∇φT

j + S (v)
(
∇uT

)T {(∇φT
j

)T −∇ ·φj

}
(6.5)

を得る．式 (6.2) に式 (6.4) と式 (6.5) を代入すれば，式 (6.1) の右辺第 2項が
計算される．同様に，式 (6.1) の右辺第 3項は，右辺第 2項の結果において φ1

と φ2 をいれかえたものとなる．式 (6.1) の右辺第 4項は 0 となる．
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以上の結果に加えて，自己随伴関係と

h0 (ϕ,u,v0) [φ1,φ2] = h0 (ϕ,u,v0) [φ2,φ1]

が成り立つことを用いれば，f0 の形状 Hesse 形式は次のように得られる．

h0 (ϕ,u,u) [φ1,φ2]

=

∫
Ω(ϕ)

[
S (u) ·E (u)

{(
∇φT

2

)T ·∇φT
1 + (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

}
+
(
∇uTS (u)

)
·
{
∇φT

1

(
∇φT

2

)T
+∇φT

2

(
∇φT

1

)T }
− 2 (S (u)E (u)) ·

{
∇φT

2 (∇ ·φ1) +∇φT
1 (∇ ·φ2)

}]
dx

∀φ1,φ2 ∈ X
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一方，f1 (ϕ) の形状 Hesse 形式は次のようになる．

h1 (ϕ) [φ1,φ2]

=

∫
Ω(ϕ)

{
−
(
∇φT

2

)T ·∇φT
1 + (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

}
dx ∀φ1,φ2 ∈ X
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■ H1 勾配法と H1 Newton 法 [1, 9.8 節]

問題 6.3 (領域変動型 H1 勾配法)

X 上の有界かつ強圧的な双 1次形式 aX : X ×X → R と gi ∈ X ′ が与えられた
とき，

aX (φgi,ψ) = −⟨gi,ψ⟩ ∀ψ ∈ X

を満たす φgi ∈ X を求めよ．

例えば，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)

{(
∇φT

)
·
(
∇ψT

)
+ cΩφ ·ψ

}
dx

とおく．アルゴリズムは，図 2.6 が使われる．
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ΓD(φ)

Γp(φ)

pN(φ)

b(φ)uD(φ)

Ω(φ)

ΓD(φ)

Γp(φ)=Γηi(φ)

(φ)

−gpi−gηi

−g∂pi−g∂ηi

−gΩi

cΩ−GΩi

(Á+')

(Á)

x '(x)

状態決定問題 H1 勾配法 形状更新
(b,p,uD) → u gi → φgi Ω(ϕ) → Ω(ϕ+ ϵφgi)
随伴問題

(ζiu, ηiu) 7→ vi

図 6.1: H1 勾配法による形状更新
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問題 6.4 (領域変動型 H1 Newton 法)

試行点 ϕk ∈ X において，λk ∈ R|IA| は KKT 条件を満たすとする．また，

hL (ϕk) [φ1,φ2] = h0 (ϕk) [φ1,φ2] +
∑

i∈IA(xk)

λikhi (ϕk) [φ1,φ2]

∀φ1,φ2 ∈ X

とおく．aX : X ×X → R を X 上の有界かつ強圧的な双 1次形式とする．この
とき，

chhL (ϕk) [φgi,ψ] + caaX (φgi,ψ) = −⟨gi (ϕk) ,ψ⟩ ∀ψ ∈ X

を満たす φgi ∈ X を求めよ．

図 2.7 のアルゴリズムが使われる．
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■ 数値例

ΓD0

Γp0

ΓD0

pN

(a) 初期形状 (b) H1 勾配法 (c) H1 Newton 法

図 6.2: 2次元線形弾性体に対する数値結果: 形状比較
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1.0

f0/f0 init

1+f1/c1

H 1grad. meth.

H 1Newton meth.

Iteration number k

図 6.3: 2次元線形弾性体に対する数値結果: 評価関数の履歴
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§7 リンク機構の形状最適化 [3]

Ω03

Ω01

b1

Ω02

Ω04

xJ1

xJ2

xJ3

pN3

Γp03

Ω2(φ2)

Ω1(φ1)

図 7.1: t = 0 におけるリンク結合された剛体の領域変動
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■ 設計変数

• L = {1, 2, · · · , |L|} : リンクに付けられた番号の集合

• Ω0l ⊂ Rd : リンク l ∈ L の時刻 t = 0 のときの初期領域

• Ω0
def
= {Ω0l}l∈L, ∂Ω0

def
= {∂Ω0l}l∈L

• X =
{
ϕ ∈ H1

(
Rd;Rd

) ∣∣ ϕ = 0Rd on Ω̄C0

}
• D =

{
ϕ ∈ X ∩W 1,∞ (Rd;Rd

) ∣∣全単射の条件 }
• ϕl ∈ D に対して，Ωl (ϕl) = { (i+ ϕl) (x) | x ∈ Ω0l}

• ϕ def
= {ϕl}i∈L ∈ D|L|, Ω(ϕ)

def
= {Ωl (ϕl)}l∈L
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■ 状態変数

• xGl : (0, tT) → Rd : Ωl (ϕ) の重心の位置

• θl : (0, tT) → R : xGl 周りの回転

• ql (t) =
(
(xGl (t)− xGl (0))

T
, θl (t)

)T
: (0, tT) → RdF : Ωl (ϕ) の剛体運動

(dF = 3)

• q =
(
qT1 , · · · , qT|L|

)T
: (0, tT) → RdF|L| : 全体系の剛体運動

Q =

{
q ∈ H1

(
(0, tT) ;RdF|L|

) ∣∣∣∣ (q̇ (0)q (0)

)
=

(
0
0

)}
,

Q0 =

{
q ∈ H1

(
(0, tT) ;RdF|L|

) ∣∣∣∣ (q̇ (0)q (0)

)
=

(
q1
q0

)}
,

QT (q) =

{
r ∈ H1

(
(0, tT) ;RdF|L|

) ∣∣∣∣ (ṙ (tT)r (tT)

)
=

(
q̇ (tT)
q (tT)

)}
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• ul (ql,x) = xGl (t)− xGl (0) + θl (t) e3 × (x− xGl (0)) : ql から Ωl (ϕl) 上
の任意の点 x の変位

• Ω̃l (ϕl, ql) = {x+ ul (ql,x) | x ∈ Ωl (ϕl)} : 剛体運動する領域

• Γ̃pl (ql) =
{
x+ ul (ql,x)

∣∣ x ∈ ∂Ω0l ∩ Γp0

}
: 剛体運動する非同次

Neumann 境界
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■ 運動制約

• J = {1, 2, · · · , |J |} : リンク結合制約に付けられた番号の集合

• i ∈ J に対して，ul (ql,xJil)− um (qm,xJim) = 0R2 : リンク結合制約

• T = {1, 2, · · · , |T |} : 並進運動制約に付けられた番号の集合

• i ∈ T に対して，uTil (ql,xGl) = (xGlj (t)− xGlj (0)) · eTi = 0 : 並進運動
制約

• R = {1, 2, · · · , |R|} : 回転運動制約に付けられた番号の集合

• i ∈ R に対して，θl (t) = 0 : 回転運動制約

• ψ (q) = 0R|C| (C def
= ({1, 2} × J ) ∪ T ∪R) : すべての運動制約
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■ 一般化質量と一般化外力
リンク機構の一般化質量

M (ϕ) = diag
(
m1 (ϕ1) ,m1 (ϕ1) , jG1 (ϕ1) ,

. . . ,m|L|
(
ϕ|L|

)
,m|L|

(
ϕ|L|

)
, jG|L|

(
ϕ|L|

))
ただし，

ml (ϕl) =

∫
Ωl(ϕl)

ρl dx,

jGl (ϕl) =

∫
Ωl(ϕl)

ρl ∥x− xGl (0)∥2Rd dx
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リンク l ∈ L に作用する体積力 bl ∈ L2
(
(0, tT) ;L

∞ (Rd;Rd
))
と非零の境界

力 pNl ∈ L2
(
(0, tT) ;L

∞ (Γp0l;Rd
))
に対する一般化外力

sl =
(
sTFl, sMl

)T ∈ RdF

ただし，

sFl =

∫
Ωl(ϕl)

bl (t) dx+

∫
Γp0l

pNl (t) dγ,

sMle3 =

∫
Ωl(ϕl)

bl (t)× (x− xGl (t)) dx+

∫
Γp0l

pNl (t)× (x− xGl (t)) dγ

全体系の一般化力

s =
(
sT1 , . . . , s

T
|L|

)T
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■ 状態決定問題

問題 7.1 (リンク運動)

ϕ ∈ D|L| は与えられたとする．また，q0, q1 ∈ RdF|L| が与えられたとして，(
ψ′ (q0) [q1]
ψ (q0)

)
=

(
0
0

)
を満たすとする．さらに，rank ψqT (q0) = |C| とする．このとき，(

M (ϕ)
(
ψqT (q)

)T
ψqT (q) 0

)(
q̈
−µ

)
=

(
s

−ψ′′ (q) [q̇, q̇]

)
in (0, tT) ,(

q̇ (0)
q (0)

)
=

(
q1
q0

)
を満たす

(
qT,µT

)T
: (0, tT) → RdF|L|+|C| を求めよ．
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問題 7.1 において，µ は，運動制約に対する Lagrange 乗数で，運動制約を満
たすために作用した制約力を表す．そこで，µ の要素を

µ =
(
µT

J1, . . . ,µ
T
J|J |, µ

T
T1, . . . , µ

T
T|T |, µ

T
R1, . . . , µ

T
R|R|

)T
∈ E

とかくことにする．ここで，次のようにおく．

E = L2
(
(0, tT) ;R|C|

)
■ 制約力と制約モーメント

• リンク結合力 : xJi ∈ Ωl (ϕ) において µJi : (0, tT) → R2，xJi ∈ Ωm (ϕ) に
おいて −µJi (0, tT) → R2 (図 7.2 (a))

• 並進運動制約に対する制約力 : xGl ∈ Ωl (ϕ) において µTiej (図 7.2 (b))

• 回転運動制約に対する制約モーメント : µRie3 on xGl ∈ Ωl (ϕ) (図 7.2 (b))
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µJ2(q)

µJ1(q)

xG1(q)

xJ2(q)

xJ1(q) µR4e3

xG3(q) Ω03

µT3e2

(a) リンク結合力 (b) 並進制約力と回転制約モーメント

図 7.2: 運動制約に対する制約力
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問題 7.1 の Lagrange 関数は，(q,µ, r,η) ∈ Q0 × E ×QT (q)× E に対して

LS (ϕ, q,µ, r,η)

=

∫ tT

0

(
−q̈TM (ϕ) ṙ + µTψqT (q) ṙ + q̈T

(
ψqT (q)

)T
η +ψ′′ (q) [q̇, q̇] · η

+ ηTψqT (q) q̇ + r̈T
(
ψqT (q)

)T
µ+ψ′′ (q) [ṙ, ṙ] · µ+ s · ṙ

)
dt

+
1

2
q̇T (tT)M (ϕ) q̇ (tT) (7.1)

とおく．また，次のようにかく．

LSr,η (ϕ, q,µ, r,η) [r̂, η̂]

=

∫ tT

0

(
−q̈TM (ϕ) ˙̂r + µTψqT (q) ˙̂r + q̈T

(
ψqT (q)

)T
η̂ +ψ′′ (q) [q̇, q̇] · η̂

+ η̂TψqT (q) q̇ + ¨̂rT
(
ψqT (q)

)T
µ+ψ′′ (q)

[
˙̂r, ˙̂r
]
· µ+ s · ˙̂r

)
dt

∀ (r̂, η̂) ∈ QT (0)
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問題 7.2 (リンク運動の弱形式)

問題 7.1 の仮定が成り立つとき，

LSr,η (q,µ, r,η) [r̂, η̂] = 0 ∀ (r̂, η̂) ∈ QT (0)× E

を満たす (q,µ) ∈ Q0 × E を求めよ．
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■ 形状最適化問題

f0 (ϕ, q,µ) = −
∫ tT

0

s · q̇ dt,

f1 (ϕ) = c1 −
∑
i∈L

∫
Ωl(ϕl)

dx

問題 7.3 (体積制約つき外力仕事最大化問題)

次を満たす Ω(ϕ) を求めよ．

min
(ϕ,q,µ)∈D|L|×Q0×E

{f0 (ϕ, q,µ) | f1 (ϕ) ≤ 0, 問題 7.2}
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■ 形状微分

f̃ ′0 (ϕ) [φ] =
∑
l∈L

∫
Ωl(ϕl)

gM0l∇ ·φl dx =
∑
l∈L

⟨g0l,φl⟩ = ⟨g0,φ⟩

あるいは，

f̃ ′0 (ϕ) [φ] =
∑
l∈L

∫
∂Ωl(ϕl)

gM0lν ·φl dγ =
∑
l∈L

⟨ḡ0l,φl⟩ = ⟨ḡ0,φ⟩

ただし，

gM0l = −
∫ tT

0

ρlul (q̈l) · ul (ṙ0l) dt
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■ 数値例
外力 pN3 = (−0.2, 0)

T
N/mm，初期姿勢 θ1 (0) = 60◦， θ2 (0) = 150◦，初期

角速度 0.2618rad/s，終端時刻 θ1 (tT) = 73◦ (初期形状のとき)

初期形状 最適形状

図 7.3: 形状比較
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図 7.4: 形状修正に対する評価関数の履歴
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図 7.5: バッタの足（？）
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ブレーキ鳴き現象に対する形状最適化

§8 ブレーキ鳴き現象に対する形状最適化 [4]

ブレーキ鳴きは，ロータとパッド間の摩擦による自励振動現象である．特に，
複素固有値の実部が正となる固有振動と考えられてきた．

図 8.1: 車両のブレーキ部品
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R0P0

¡P0, ¡R0

Coulomb friction

¡D0 ¡P0

¡R0

®, ¹

ºP

¿P
ºP

¿R R0

P0

¡P0

P0

P(Á)=(i+Á)( 
 P0)

x

¡D0

(i+Á)(x)

(a) ディスクとパッド (b) Coulomb 摩擦 (c) パッドの領域変動

図 8.2: ブレーキモデル

■ 状態決定問題
固有振動モード (変位) û の Fourier 変換のための線形空間と許容集合

U =
{
û ∈ H1

(
Rd;Cd

) ∣∣ û = 0Cd on ΓD0

}
,

S = U ∩W 2,2qR
(
Rd;Cd

)
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問題 8.1 (固有振動)

ϕ ∈ D が与えられたとき，k ∈ {1, 2, · · · } に対して，次を満たす
(sk, ûk) = (sk, ûR, ûP) ∈ C× S を求めよ．

s2kρRûR − (∇ · S (ûR))
T
= 0Rd in ΩR0,

s2ρPûP − (∇ · S (ûP))
T
= 0Rd in ΩP (ϕ) ,

S (ûR)νR = 0Rd on
(
∂ΩR0 \ Γ̄R0

)
,

S (ûP)νP = 0Rd on
(
∂ΩP (ϕ) \ Γ̄P0

)
,

S (ûR)νR = Re [α {(ûR − ûP) · νR}νR] on ΓR0,

S (ûR) τR = Re [µα {(ûR − ûP) · νR} τR] on ΓR0,

S (ûP)νP = α {(ûP − ûR) · νP}νP on ΓP0,

S (ûP) τP = −µα {(ûP − ûR) · νP} τP on ΓP0

ûR = ûP on (ΓR0 ∪ ΓP0) , û = 0Rd on ΓD0.
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■ 形状最適化問題
モード次数 k は与えられると仮定する．評価関数を次のように定義する．

f0 (ϕ, sk) = 2Re [sk] = sk + sck,

f1 (ϕ) = −
∫
ΩP(ϕ)

dx+ c1.

問題 8.2 (体積制約つき複素固有値実部最小化問題)

次を満たす ΩP (ϕ) を求めよ．

min
(ϕ,ϕ,sk)∈D×C×S

{f0 (ϕ, sk) | f1 (ϕ) ≤ 0, 問題 8.1}
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■ 数値例

表 8.1: 複素固有値の変化

初期形状 最適形状
k Re Im

1 -1.692E+01 8.022947E+03

2 -1.444E+01 9.438261E+03

3 8.613E+00 1.249724E+04

4 -2.944E+01 1.437360E+04

5 -5.783E+01 1.629984E+04

6 -5.356E+01 2.168113E+04

7 -5.195E+01 2.394771E+04

8 -6.593E+01 2.573753E+04

9 -6.325E+01 2.711726E+04

10 -6.896E+01 2.893466E+04

k Re Im

1 -1.647E+01 7.745197E+03

2 -1.765E+01 1.027973E+04

3 -1.163E+01 1.110440E+04

4 -3.048E+01 1.503565E+04

5 -4.185E+01 2.092213E+04

6 -5.070E+01 2.186379E+04

7 -6.588E+01 2.671747E+04

8 -7.522E+01 2.756015E+04

9 -7.540E+01 3.137934E+04

10 -7.658E+01 3.320161E+04
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ブレーキ鳴き現象に対する形状最適化

(a) 有限要素モデル

(a) 初期形状 (b) 最適形状

図 8.3: 形状比較
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ブレーキ鳴き現象に対する形状最適化

(a) 初期形状 (b) 最適形状

図 8.4: 3次固有振動モードの比較
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シェル構造におけるビードの設計法

§9 シェル構造におけるビードの設計法 [5]

シェル構造に設けられた小さな高さの凸凹はビードとよばれる．

(a) 自動車のホワイトボディ (b) ビード構造

図 9.1: ビード付きのシェルモデル
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シェル構造におけるビードの設計法

M 0

Á(µ)º 0
º(µ)

M(µ)
x 1

x 2

t

h

¡D0

¡p0

pN

b

D

» 1

» 2

¹ 0(»)

»

x 1

x 2
x 3

¹

¹

図 9.2: ビード付きのシェルモデル
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シェル構造におけるビードの設計法

■ 状態決定問題
初期のシェルに対する中立面と領域

M0 =
{
µ0 (ξ) ∈ R3

∣∣ ξ ∈ D
}
,

Ω0 =
{
x+ ξ3ν0 (x) ∈ R3

∣∣ x ∈M0, ξ3 ∈ (−t/2, t/2)
}

設計変数 θ : D → R に対して，ビードの高さを次のようにおく．

ϕ (θ) =
h

π
tan−1 θ +

h

2

変動後の中立面と領域

M (θ) =
{
(µ0 + ϕ (θ)ν0 ◦ µ0) (ξ)

∣∣ ξ ∈ D
}

Ω(θ) =
{
x+ ξ3ν (x) ∈ R3

∣∣ x ∈M (θ) , ξ3 ∈ (−t/2, t/2)
}
.
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シェル構造におけるビードの設計法

設計変数 θ の線形空間と許容集合

X (θ) =
{
θ ∈ H1 (D;R)

∣∣ θ = 0 on D̄C0

}
,

D = X ∪W 1,∞ (D;R)

状態決定問題の解 (状態変数) û の線形空間と許容集合

U =
{
û ∈ H1

(
M (θ) ;R5

) ∣∣ û = 0R5 on ΓD (θ)
}

S = U ∩W 2,2qR
(
Ω(θ) ;R5

)
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シェル構造におけるビードの設計法

問題 9.1 (Mindlin-Reissner の板理論による線形弾性問題)

θ ∈ D に対して，次を満たす û ∈ S を求めよ．

−∇T
MŜM (û) = b̄T

−∇M ·m (û) = p̄N3

−∇T
MM (û) +m (û) = m̄T

 in M (θ) ,

ŜM (û)νM = p̄N

m (û) · νM = p̄N3

M (û)νM = m̄T

 on Γp (θ) ∩ ∂M (θ) ,

ŜM (û)νM = 0R2

m (û) · νM = 0
M (û)νM = 0R2

 on
(
ΓN (θ) \ Γ̄p (θ)

)
∩ ∂M (θ) ,

û = 0R5 on ΓD (θ) .
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シェル構造におけるビードの設計法

■ 形状最適化問題

f (θ, û) =

∫
M(θ)

(
b̄ · vM + p̄N3z − m̄ · r

)
dx

+

∫
Γp(θ)∩∂M(θ)

(p̄N · vM + p̄N3z − m̄ · r) dγ

問題 9.2 (平均コンプライアンス最小化問題)

次を満たす θ を求めよ．

min
(θ,û)∈D×S

{f (θ, û) | 問題 9.1}
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シェル構造におけるビードの設計法

■ 数値例

¡D

pN

pN

0.0Mpa

7.0Mpa

(a) 境界条件 (b) Mises 応力

図 9.3: ねじり荷重をうける片持ちシェルの初期形状
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シェル構造におけるビードの設計法

0.0Mpa

4.0Mpa

(a) 最適形状 (b) Mises 応力

図 9.4: ねじり荷重をうける片持ちシェルの最適形状
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流れ場の安定性向上のための形状最適化問題

§10 流れ場の安定性向上のための形状最適化問題 [6]

断面積が階段状に変化する Poiseuille 流れ場において，定常流から非定常流に
推移する臨界 Reynolds 数 Rec は 40 あたりであると報告されている．

図 10.1: 段付き Poiseuille 流れ場
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流れ場の安定性向上のための形状最適化問題

■ 状態決定問題
定常流の流速と圧力の線形空間と許容集合

U =
{
u ∈ H1

(
Rd;Rd

) ∣∣ u = 0Rd on ∂Ω(ϕ)
}
,

U (uD) =
{
u ∈ H1

(
Rd;Rd

) ∣∣ u = uD on ∂Ω(ϕ)
}
,

S = U ∩W 1,∞ (Rd;Rd
)
,

S (uD) = U (uD) ∩W 1,∞ (Rd;Rd
)
,

P =

{
q ∈ L2

(
Rd;R

) ∣∣∣∣ ∫
Ω(ϕ)

q dx = 0

}
,

Q = P ∩ L∞ (Rd;R
)
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流れ場の安定性向上のための形状最適化問題

問題 10.1 (定常 Navier-Stokes 問題)

ϕ ∈ D に対して b, uD, µ および ρ が与えられたとき，

ρ (u ·∇)uT −∇T
(
µ∇uT

)
+∇Tp = bT in Ω(ϕ) ,

∇ · u = 0 in Ω(ϕ) ,

u = uD on ∂Ω(ϕ) ,∫
Ω(ϕ)

p dx = 0

を満たす (u, p) ∈ S (uD)×Q を求めよ．
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流れ場の安定性向上のための形状最適化問題

さらに， u と p のかく乱を x ∈ Ω(ϕ) と τ ∈ [0,∞) に対して，

u (τ,x) = u (0,x) + esτ û (x) + es
cτ ûc (x) = u (0,x) + 2Re [esτ û (x)] ,

p (τ,x) = p (0,x) + 2Re [esτ p̂ (x)]

と仮定する．ただし，s ∈ C，( · )c は複素共役を表す．û と p̂ に対する線形空間
と許容集合を次のようにおく．

Û =
{
û ∈ H1

(
Rd;Cd

) ∣∣ û = 0Rd on ∂Ω(ϕ)
}
,

Ŝ = Û ∩W 1,∞ (Rd;Cd
)
,

P̂ =

{
q̂ ∈ L2

(
Rd;C

) ∣∣∣∣ ∫
Ω(ϕ)

q̂ dx = 0

}
,

Q̂ = P̂ ∩ L∞ (Rd;C
)
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流れ場の安定性向上のための形状最適化問題

問題 10.2 (かく乱固有値問題)

ϕ ∈ D に対して (u, p) が与えられたとき，i ∈ {1, 2, · · · } に対して

ρsûT
i + ρ (u ·∇) ûT

r + ρ (ûi ·∇)uT

−∇T
(
µ∇ûT

i

)
+∇Tp̂ = 0T

Rd in Ω(ϕ) ,

∇ · ûi = 0 in Ω(ϕ) ,

ûi = 0Rd on ∂Ω(ϕ) ,∫
Ω(ϕ)

p̂ dx = 0,∫
Ω(ϕ)

ρûi · ûc
i dx = 1

を満たす si ∈ C と (ûi, p̂i) ∈ Ŝ × Q̂ を求めよ．
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流れ場の安定性向上のための形状最適化問題

■ 形状最適化問題

評価関数をかく乱固有値実部

f0 (sr) = sr + scr = 2Re [sr]

とおく．ただし，r は Re[si] が最大となるモード次数とする．

問題 10.3 (かく乱固有値実部の最小化問題)

次を満たす Ω(ϕ) を求めよ．

min
(ϕ,ũ,p,sr,ûr,p̂r)∈D×S×Q×C×Ŝ×Q̂

{
f0 (sr)

∣∣問題 10.1, 問題 10.2
}
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流れ場の安定性向上のための形状最適化問題

■ 数値例

(a) 初期形状

(b) 最適形状

図 10.2: 段付き Poiseuille 流れ場 (初期領域において Re = 45)
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流れ場の安定性向上のための形状最適化問題
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図 10.3: Reynolds 数に対する固有値の実部最大値の推移
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静電容量式センサの形状最適化問題

§11 静電容量式センサの形状最適化問題 [7]

静電容量式センサは指の検出などに使われる．

E0

F0

G0 G0
G0

∂D0

Ω
0

図 11.1: 初期静電場 Ω0 = D0 \
(
Ē0 ∪ Ḡ0

)
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静電容量式センサの形状最適化問題

■ 状態決定問題

設計変数 ϕ の線形空間と許容集合

X =
{
ϕ ∈ H1

(
D0;Rd

) ∣∣ ϕ = 0Rd on ∂D0 ∪ ∂F0 ∪ ∂G0 ∪ ΓC0 ∪ Ω̄C0

}
,

D =
{
ϕ ∈ X ∩W 1,∞ (Rd;Rd

) ∣∣全単射の条件} .
静電ポテンシャルの線形空間と許容集合

U =
{
u ∈ H1 (D0;R)

∣∣ u = 0 on ∂E (ϕ) ∪ ∂G (ϕ)
}
,

U (uD) =
{
u ∈ H1 (D0;R)

∣∣ u = uD on ∂E (ϕ) ∪ ∂G (ϕ)
}
,

S = U ∩W 1,∞ (D0;R) ,
S (uD) = U (uD) ∩W 1,∞ (D0;R) ,

とおく．ただし，uD ∈ H1 (D0;R) ∩W 1,∞ (D0;R) は ∂E (ϕ) 上で u = α，
∂G (ϕ) 上で u = 0 を満たす関数とする．
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静電容量式センサの形状最適化問題

問題 11.1 (基本静電場)

ϕ ∈ D に対して，正定数 α が与えられたとき，

−∇ · e (u) = 0 in Ω(ϕ) = D0 \ (E (ϕ) ∪G (ϕ)) ,

∂νu = 0 on ∂D0 (ϕ) ,

u = α on ∂E (ϕ) ,

u = 0 on ∂G (ϕ)

を満たす, u ∈ S (uD) を求めよ．
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静電容量式センサの形状最適化問題

問題 11.2 (検出体がある静電場)

ϕ ∈ D と正定数 α が与えられたとき，

−∇ · e (uF) = 0 in Ω(ϕ) \ F0 = D0 \ (E (ϕ) ∪G (ϕ) ∪ F0) ,

∂νuF = 0 on ∂D0 (ϕ) ,

uF = α on ∂E (ϕ) ,

uF = 0 on ∂G (ϕ) ∪ F̄0

を満たす uF ∈ S (uD) を求めよ．
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静電容量式センサの形状最適化問題

■ 形状最適化問題

f0 (ϕ, u, uF) = −∥u− uF∥2H1(Ω(ϕ)\F0(ϕ);R)

= −
∫
Ω(ϕ)\F0

{
(u− uF)

2
+ (e (u)− e (uF)) · (e (u)− e (uF))

}
dx,

f1 (ϕ) =

∫
E(ϕ)

dx− s1

問題 11.3 (体積制約つき静電場間の誤差ノルム最小化問題)

次を満たす Ω(ϕ) を求めよ．

min
(ϕ,u,uF)∈D×S(uD)×S(uD)

{
f0 (ϕ, u, uF) | f1 (ϕ) ≤ 0, 問題 11.1, 問題 11.2

}
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静電容量式センサの形状最適化問題

■ 数値例

E0

F0

G0

0

@D0

¡C0

(a) 問題設定 (b) 有限要素モデル

図 11.2: 突き出た接地電極のある 2次元静電場
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静電容量式センサの形状最適化問題

(a) 初期 (b) 最適化後 (未収束)

図 11.3: 領域変動前後の形状
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静電容量式センサの形状最適化問題
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静電容量式センサの形状最適化問題

F0

G0

@D0

E0

C0D0n

0

¹

(a) 問題設定 (b) 有限要素モデル

図 11.5: 突き出た接地電極のある 2次元静電場 (E (ϕ) ⊂ D0 \ Ω̄C0)
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静電容量式センサの形状最適化問題

(a) 初期 (b) 最適化後 (収束)

図 11.6: 領域変動前後の形状 (E (ϕ) ⊂ D0 \ Ω̄C0)
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静電容量式センサの形状最適化問題
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図 11.7: 形状変動に対する繰返履歴 (E (ϕ) ⊂ D0 \ Ω̄C0)
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FreeFEM++を用いた実習

12 FreeFEM++を用いた実習

1 H1 勾配法 / H1 Newton 法
2次元線形弾性体 (平均コンプライアンス最小化問題, hook):
9.11.5_shape_elastic/2d-hook/domain_integral/grad/

9.11.5_shape_elastic/2d-hook/domain_integral/Newton/

2 有限要素の次数: 1次要素 / 2次要素
3次元線形弾性体 (平均コンプライアンス最小化問題, cantilever):
9.11.5_shape_elastic/3d-cantilever/boundary_integral/grad/

main.edp ファイルをテキストエディタで開き，
fespace Vh(Th,[P2,P2,P2]);//Finite element space を
fespace Vh(Th,[P1,P1,P1]);//Finite element space に変更する．

3 特異点の挙動: 境界積分型形状微分 / 領域積分型形状微分
2次元線形弾性体 (平均コンプライアンス最小化問題, L-shape):
9.11.5_shape_elastic/2d-L-shape/boundary_integral/grad/

9.11.5_shape_elastic/2d-L-shape/domain_integral/grad/
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形状最適化理論と製品設計への応用

まとめ

13 まとめ

1 最適設計問題は，状態決定問題が等式制約として加わった不等式つき非線形
最適化問題のクラスとみなすことができる．その解法は勾配法や Newton
法に基づいて構成される．

2 連続体の形状最適化問題への拡張は関数解析によって実現される．

3 製品設計に役立つような問題を適切に構成できれば，それらを解くことは可
能となっている．
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