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ウェーブレット理論と工学への応用

2019 年 12 月 5 日 – 12 月 6 日

大阪教育大学 天王寺キャンパス 西館 第 1 (A) 講義室

2019 年 12 月 5 日（木）13:20 – 18:00

13:20–13:30 開催の挨拶

13:30–14:30 座長：守本晃（大阪教育大学）

戸田浩，章忠 (豊橋技術科学大学)

近似ガボールウェーブレットを用いた離散ウェーブレット変換の設計法に関する考察

ガボールウェーブレット（Gabor wavelet）は，時間周波数解析における優れた特性を持つウェー

ブレットとして知られているが，このウェーブレットは，もっぱら連続ウェーブレット変換に用いら

れており，これまで離散ウェーブレット変換に用いられることはなかった．そこで本研究では，オリ

ジナルのガボールウェーブレットに最小限の補正を施した，近似ガボールウェーブレットを用いて，

タイトウェーブレットフレームの設計を試みる．そして，さらに精度の高い近似ガボールウェーブ

レットを用いた，さまざまな条件における，双対ウェーブレットフレームの設計法を考察する．

15:00–16:00 座長：鈴木俊夫（流通経済大学）

井川信子 (流通経済大学)，守本晃，芦野隆一（大阪教育大学）

聴性定常反応とウェーブレット解析について

自作計測機器により SAM音刺激を与えて得られた聴力正常成人の聴性誘発脳波データから聴性定

常反応成分を抽出する際，その反応波形の特性に応じてどのようにウェーブレット解析を用いるかに

ついて提案し，その工学的応用の有効性について議論する．

16:30–17:30 座長：橋本紘史（筑波大学）

新井康平 (佐賀大学)

DWTハイディングとトリプルDESによる暗号通信

ステガノグラフィ離散ウェーブレット変換を使用したデータ隠蔽方法：DWTおよび暗号化トリプ

ルデータ暗号化標準：DESを提案する．情報技術は，特に情報の処理と普及に関して，人間の生活

から切り離せないものになっている．情報技術の進歩に伴い，情報を変更したり，損害を与えたりす

ることで，そのような情報を悪用することもある．そのような事態を回避するには，DWTメソッド

を使用して，最初にデータを他のメディアに保護する必要がある．この方法を選択するのは，デー

タ挿入の画像が元の画像にほとんど似ているためである．トリプル DESメソッドは，データをエン

コードし，追加のセキュリティを提供して，隠されたデータを解決するのが難しいようにするために

も必要である．この方法を選択するのは，ブルートフォース，選択したプレーンテキストおよび既知

のプレーンテキスト攻撃に対して耐性があるためである．テストに基づくと，画像の挿入は，明るさ

とコントラストの画像操作に対して 100％耐性があるが，トリミング，サイズ変更，回転した画像操

作にはそれほど耐性がない．他のテストとして写真データを例示する．
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2019 年 12 月 6 日（金）10:00 – 13:00

10:00 – 11:00 座長：藤田景子（富山大学）

守本晃（大阪教育大学）

Mellin 変換を用いた，画像の拡大・縮小率を求める数値実験について

「2つの画像が拡大・縮小の関係にあるかどうか」，「拡大率はどの程度か」を調べることは，パ

ターン認識などにおいて重要な前処理である．本講演では，スケール変換に対して不変な変換である

Mellin 変換を用いて，画像の拡大率を求める数値実験について述べる．とくに，画像の平行移動の

影響を無視できるフーリエ像の絶対値に対して，Mellin 変換を用いる場合の注意点・問題点などを

議論したい．

11:30–12:30 座長：藤田景子（富山大学）

芦野隆一 (大阪教育大学)

四元数線形正準変換

線形正準変換は光学や信号解析において重要な役割を果たしている．フーリエ変換，ラプラス変

換，分数次フーリエ変換，フレネル変換などの変換は，線形正準変換の特別な場合として扱うことが

できる．したがって，四元数値関数の線形正準変換を考えることは意味がある．本講演では，四元数

線形正準変換を考える上で適切な合成積の定義を述べ，四元数線形正準変換の合成積定理について

述べる．

大阪教育大学 天王寺キャンパス 西館 第 1 講義室

〒 543-0054　大阪市天王寺区南河堀町 4-88 　電話番号 (06)6775-6611

JR天王寺駅，地下鉄天王寺駅，近鉄大阪阿部野橋駅下車，徒歩約 10分．

JR寺田町駅下車，徒歩 5分．

注意：入校時に所属・氏名・用件を聞かれる場合があります．

https://osaka-kyoiku.ac.jp/

数学アドバンストイノベーションプラットフォーム

AIMaP : Advanced Innovation powered by Mathematics Platform

https://aimap.imi.kyushu-u.ac.jp/wp/

連絡先

守本晃，芦野隆一，森岡達史（大阪教育大学）

e-mail: morimoto@cc.osaka-kyoiku.ac.jp

tel: 072-978-3665

https://www.osaka-kyoiku.ac.jp/~morimoto/TENWS/ws2019HP/
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近似ガボールウェーブレットを用いた
離散ウェーブレット変換の設計法に

関する考察

戸田 浩, 章 忠
豊橋技術科学大学

Contents
1. Preliminaries.

2. We introduce our proposed Hilbert transform pairs of orthonormal
bases of chromatic-scale wavelets.

3. Comparing between Gabor and our wavelets, we appeal why we
want to use the Gabor wavelet in the discrete wavelet transform.

4. For this aim, we propose “Tight wavelet frame using complex
wavelet designed in free shape of frequency domain”.

5. We construct the tight wavelet frame using an approximate Gabor
wavelet.

6. The dual wavelet frame using an approximate Gabor wavelet.
The contents are like these.  
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Preliminaries
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Our proposed “Hilbert transform pairs of orthonormal
bases of chromatic-scale wavelets”
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The analysis of the sweep signal
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For this aim, we propose the following method:

1. We design the original mother wavelet 
having free shape on the frequency 
domain.

2. Using the original mother wavelet, we 
construct an approximate tight wavelet 
frame.

3. Based on it, we construct a tight wavelet 
frame with minor modification.

We want to use the Gabor wavelet for digital transform!

The tight wavelet frame using 
an approximate Gabor wavelet
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Theorem 1 for tight wavelet frames
The Fourier transform of                                  
has a compact support of length       as follows:  
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The first step is the design of
the original mother wavelet
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The distance p>0 between wavelets in 
level 0 and the dilation a>1
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The second step is the construction of 
an approximate tight wavelet frame
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The positive frequency domain is analyzed as
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The third step is the construction of a tight 
wavelet frame using a remaking mother wavelet
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The third step is the construction of a tight 
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The dual wavelet frame using 
an approximate Gabor wavelet
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Theorem 2 for dual wavelet frames
The Fourier transform of                                 and
have a compact support of length       as follows:  
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Conclusion
1. We introduced our proposed Hilbert transform pairs of 

orthonormal bases of chromatic-scale wavelets.

2. We introduced the Gabor wavelets.

3. We introduced the tight wavelet frame using complex 
wavelet designed in free shape on frequency domain.

4. We constructed the tight wavelet frame using an 
approximate Gabor wavelet. 

5. We constructed the dual wavelet frame using an 
approximate Gabor wavelet. 
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聴性定常反応と
ウェーブレット解析について

○井川 信子 (流通経済大学), 

守本 晃 (大阪教育大学), 

芦野 隆一 (大阪教育大学)

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 12019/12/5

本発表の概要

自作計測機器により SAM 音刺激を与えて得ら

れた聴力正常成人の聴性誘発脳波データから
聴性定常反応成分を抽出する際，その反応波
形の特性に応じてどのようにウェーブレット解析
を用いるかに ついて提案し，その工学的応用
の有効性について議論する．

2019/12/5 AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 2

1

2
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本発表のアウトライン

他覚的聴力検査と聴性誘発脳波

聴性定常反応(Auditory Steady State 
Response : ASSR)について

波形にウェーブレット解析を実施：

・複素連続ウェーブレット解析(Complex 
Continuous Wavelet Analysis：CCWA)

・離散定常ウェーブレット解析(Discrete 
Stationary Wavelet Analysis : SWA )

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 32019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 4

自覚的聴力検査
純音聴力検査：

オージオメータ(JIS T 1201)

被検者に，電気的に発生した検査音を

減衰器を通して与え，被検者自身の

認知，応答によって聴覚機能を検査

する装置オージオグラム(周波数の

関数として聴力

レベルを示した

グラフ)を描く

4

引用：http://www.shrc.or.jp/kensa/o.html

老人性難聴
の純音オー
ジオグラムの
例

4

横軸１オクターブと縦軸20dBが等長

2019/12/5

3

4
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AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 5

他覚的聴力検査

• 新生児，乳幼児，精神発達遅滞，機能性難聴，

詐聴など純音聴力検査が施行できない症例に

おいて聴力レベルを推定するための検査法であり，
聴性誘発反応，耳音響放射，アブミ骨筋反射など
がある．

• 聴性誘発反応による臨床検査法は主に
聴性脳幹反応(Auditory Brainstem Response : 
ABR) による．さらに，各周波数の聴力レベルをより
正確に推定できるとされることから

• 聴性定常反応（auditory steady‐state response : 
ASSR）が用いられる．

52019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 6応用科学学会2009 N.Ikawa

聴皮質

内側膝状体
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蝸牛神経

蝸牛

緩反応
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聴性脳幹反応(ABR)

蝸電図
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聴性定常反応(ASSR)

6

聴性誘発反応(青柳[1]より改変)

潜時

2019/12/5

5

6

OKU & AIMaP 2019 Workshop on Wavelet theory and its applications to engineering 25



井川信子，守本晃，芦野隆一

4

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 7

40‐Hz ASSR と 80‐Hz ASSR [Aoyagi, 2006]

40-Hz ASSR 80-Hz ASSR

聴力精密検査では自然睡眠か薬による睡眠中に80-Hz ASSRを測定する。

40-Hz ASSR は覚醒時に得られやすいが背景脳波のノイズも大きく，
現段階での検査利用は難しい。

2019/12/5

脳波と脳磁図（Kawase 2015, Audiology Japan 58‐1 p.47）

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 8

EEG MEG

2019/12/5

7

8
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脳磁図による40‐Hz ASSR （Kawase 2015, Audiology Japan 58‐1 p.47）

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 92019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 10

聴覚スクリーニング検査と精密検査

• 自動ABR(Automated Auditory Brainstem 
Response : AABR)は新生児聴力スクリーニングとし
て広く利用されている（装置）：
– ALGO 伝統的に利用されている

– MB11ベラフォン 最近注目されている

• スクリーニング検査後,難聴等が疑われると，

『要精密検査』（約1人／1,000人，日本聴覚医学会）
を実施する（ASSRを用いる装置）：

– MASTER 広く利用されてきた

– エクリプス 最近注目されている

102019/12/5

9

10
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AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 11

出典：青柳[1]  
p.3No.3

2019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 12

BA11ベラフォンによるスクリーニング検査

• 新生児聴覚スクリーニング検査のための機器は，
より正確に、短時間に計測できるようになりだいぶ
進歩した．

例：MB11ベラフォンMB11 BERAphone®

https://youtu.be/Kgx7A56dCjY?t=49

122019/12/5

11

12

OKU & AIMaP 2019 Workshop on Wavelet theory and its applications to engineering28



井川信子，守本晃，芦野隆一

7

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 13

MASTERによる測定

MASTER：Multiple Auditory STEady-State Response(Picton, Lins, et al, 1995) ,
http://www.mastersystem.ca/

An example of MASTER output window:

- 70 dB : 512 epochs --> 32 sweeps 
- 60 dB : 474 epochs --> 29 sweeps 
- 80 dB : 184 epochs --> 11 sweeps 
(1 sweep = 16 epochs) 

(Aoyagi[1])

80Hz-ASSR

13

In the case of 80-Hz ASSR, MASTER system uses both 
relationship between the carrier frequency of input 
stimuli and the modulation frequency of cochlea 
responses. 2019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 14

さらに進んで Eclipse エクリプス(インターアコースティクス社（デンマーク）製)

Diatec HPより https://www.diatec-
diagnostics.jp/solutions/products/abr/interacoustics-eclipse-complete-solution#

142019/12/5

PCベース型で精密検査や臨床研究用の聴性誘発反応検査装置。ABR，
ASSR，OAE，VEMP，自動ABR検査モジュールを搭載可能。
刺激音にCE‐Chirp®刺激音も利用できる。

•CE‐Chirp®刺激音：従来よりもよ
り大きな反応振幅が得られる。
•ASSRでは8周波数、両側同時

測定により検査時間の大幅な
短縮を実現。（=>３０分未満）

•各反応時のノイズを比較し、加
算平均の際にノイズの少ない反
応により比重を置く計算方式で
あるベイズ推定により、最終平
均値に含まれるノイズを減

らし、より安定した波形を得るこ
とができ、検査中に被検者が覚
醒した場合の波形の乱れを防ぐ。
（=>基本は睡眠中）

13

14
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AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 15

さらに進んで Eclipse エクリプス(インターアコースティクス社（デンマーク）製)

Diatec HPより https://www.diatec-
diagnostics.jp/solutions/products/abr/interacoustics-eclipse-complete-solution#

152019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 16

出発点：ABR・ASSR の導出装置の改良（効率化）

2019/12/5

電極装着(AABRの例) 音刺激(CE‐Chirp®) 波形解析 反応表示

15

16
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AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 17

誘発脳波測定プロトタイプ開発装置のハードウェア構成（ASSR）

RION

2019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 18

検査音の生成

Sound conditions
INPUT stimuli (SAM tone)

CF= 125 ～ 8000 Hz, 
MF＝0～100Hｚ

Sound intensity: 0 ～ 90 dB 
(nHL)

CF= 1000 Hz, 
MF＝40Hｚ
Intensity: 80 dB (nHL)

2019/12/5

17

18
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AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 19

音刺激に同期して脳波データを集録する：
Dynamic input and output  using NI‐PXI(PXI‐4461)

2019/12/5

図略

ASSR臨床検査装置も
MASTERからエクリプスへと改善されつつあるが

・検査時間は３０分をちょっときるくらい．

・被験者を眠らせなければならない．

臨床面では精密検査なのでこれで十分と思
う医師も少なくない．

しかし、より速くかつ正確な

誘発脳波波形から反応の抽出は必要である．

ウェーブレット解析を用いて観察する．

2019/12/5 AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 20

19

20
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40‐Hz ASSRを対象にCCWA とSWAを適用

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 21

40‐Hz ASSR検出用にデータ集録した誘発脳波に

・複素連続ウェーブレット解析(Complex Continuous 
Wavelet Analysis：CCWA)
・離散定常ウェーブレット解析(Discrete Stationary 
Wavelet Analysis : SWA )

Averaged
EEG data: 

x(t)

CCWA

SWA

2019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 22

SWA分解レベルと構成周波数

ヒトの脳波は周波数帯域ごとに以下のように
名前が付けられ、それぞれ異なった生理学
的な意義を有す：

•デルタ波δ（デルタ）：1～3Hz 

•シータ波θ（シータ）：4～7Hz 

•アルファ波 α（アルファ）：8～13Hz 

•ベータ波β（ベータ）：14～30Hz 

•ガンマ波 γ（ガンマ）：30～64Hz

注）βとγ帯域の境界の周波数は28Hzとするもの
など諸説ある。

一般に健常者では、安静・閉眼・覚醒状態で
は後頭部を中心にα波が多く出現する。また

睡眠の深さ（睡眠段階）は脳波の周波数など
に基づいて分類されている。

2019/12/5

21

22
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AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 23

SWAによる40‐Hz ASSR検出結果例（ 10 sweeps 加算)

D1

D2

D3

D4

D5

D6

D7

A7

S

聴力正常成人女性データによる

オリジナル波形

D4最構成波形

2019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 24

入力音圧を変えると：70dB nHL

2019/12/5

23

24
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AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 25

入力音圧を変えると： 50dB nHL

2019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 26

入力音圧を変えると： 30dB nHL

2019/12/5

25

26
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AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 27

音刺激なし

2019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 28

80‐Hz ASSR (MASTER)では

右側耳
難聴
4歳児

2019/12/5

27

28

OKU & AIMaP 2019 Workshop on Wavelet theory and its applications to engineering36



井川信子，守本晃，芦野隆一

15

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 29

80‐Hz ASSR (MASTER)では

高周波
域難聴
の疑い

2019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 30

CCWA

Wavelet Function:

Complex Morlet Function:

2019/12/5

29

30
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AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 31

CCWA

Complex Morlet Function:

Here, we put  𝜎 ൌ
ଷ

ଶ
, 𝜔 ൌ 2𝜋,

Using MATLAB function cmorwavf(Lb, Ub, U, N, fb, fc),
where  
N = 1000; Lb = ‐5; Ub = 5; fb = 1.5; fc = 1;

2019/12/5

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 32

Complex Morlet Wavelet

2019/12/5

31

32
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40-Hz ASSRの場合(左上：刺激なし，左下：70dB, 右上：50dB, 右下：30dB)
音刺激音圧による差がほとんどなく 40-Hz ASSR検出

2019/12/5 AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 33

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 34

80‐Hz ASSR(MASTER：複数周波数による)場合

2019/12/5

33

34
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AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 35

SWAとCCWAの結果比較

2019/12/5

SWA CCWA

単一周波数 〇 〇

複数周波数 〇 ×

低い刺激音圧 △ 〇

測定時間 〇 〇

判定のしやすさ △ 〇

まとめ

SWAとCCWAを40‐Hz ASSRを得る誘発脳波デー
タに適用して比較した．

・単一周波数刺激で両者は有効である．特に
CCWAにおいて明確に検出ができた．

・複数周波数刺激の場合はSWAが有効である

が，聴力閾値付近になると反応の判定が難しく
なる．

AIMap2019大阪教育大学(N. Ikawa) 362019/12/5

35

36
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ウェーブレットに係る著書

• 新井康平、ウェーブレット解析の基礎理論、森北出版(平成12
年11月)

• 新井康平、Javaによる地球観測衛星画像処理法、森北出版(平成
13年6月)

• 新井康平、Leland Jameson、ウェーブレット解析による地球
観測衛星データの利用方法、森北出版(平成13年7月)

• 新井康平、独習ウェーブレット解析、近代科学社出版（平成18
年6月）

DWTハイディングとトリ
プルDESによる暗号通信

新井康平
佐賀大学　名誉教授、客員研究員

アリゾナ大学　客員教授
西九州大学、久留米工業大学　非常勤講師

国際学術会議　宇宙空間研究委員会　顕彰委員
日本学術会議　連携会員
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研究概要

• ステガノグラフィ離散ウェーブレット変換を使用したデータ隠
蔽方法：DWTおよび暗号化(トリプルデータ暗号化標準)：DES
（Data Encryption Standard）を提案

• また、DWTを使用して、最初にデータを他のメディアに保護
• トリプルDESは、データをエンコードし、追加のセキュリティ

を提供して、隠されたデータの検出を困難にする
• これにより、ブルートフォース、選択したプレーンテキストお

よび既知のプレーンテキスト攻撃に対して耐性を付ける
• テストの結果、DWTによる画像の挿入は、明るさとコントラス

トの画像操作に対して100％耐性があるが、トリミング、サイ
ズ変更、回転した画像操作にはそれほど耐性がない

ステガノグラフィー

• 一般的に暗号データは暗号化されていることはわかっても、解
読できないというのが特徴

• ステガノグラフィーの場合はそもそもデータ・メッセージが隠
蔽されていること自体に気付かれないのが特徴

• ステガノグラフィーは主に以下のような目的に利用
• 電子透かしとして、著作権情報等を埋め込む
• 改ざん防止
• 諜報活動における情報の提供、隠蔽
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DESとAES

• 従来、アメリカでは DES と呼ばれる暗号化方式が主流でした。
しかし時代の変化に伴いDESは古い暗号方式となった為、アメ
リカ政府はより強力な暗号化方式を公募しました。その結果、
選ばれた方式が共通鍵暗号方式（AES）です。

• AES（Advanced Encryption Standard）の規格には「AES-
128」「AES-192」「AES-256」の3種類があります。鍵⾧が⾧
くなれば安全性が増すがその分、計算量が増えるのでどの方式
を使うかはケースバイケース

AES

• 共通鍵暗号方式（AES）は暗号化と復号で使う鍵が同じなのが
特徴です。そのため第三者に鍵が知られてしまうと簡単に解読
される危険性がある為、鍵を秘密にしておく必要があります。

• 共通鍵暗号方式（AES）は暗号化や復号化の処理が比較的簡単
な為、処理時間が早いというメリットがあります。しかし処理
が簡単な分、解読されやすいというデメリットもあります。ま
た共通鍵暗号方式（AES）を使う相手の数に応じて鍵を作る必
要があるため、鍵の数が多数必要となります。
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RSA

• 公開鍵暗号方式（RSA）とは共通鍵暗号方式（AES）とは違い、
暗号化と復号は別の鍵を使用する暗号方式です。

• 公開鍵暗号方式（RSA）を使用する場合には、まず暗号化の鍵
を公開します。暗号化の鍵を公開することにより自分宛の暗号
化には、公開した鍵を使用してもらいます。そのため鍵の受け
渡しが容易であり秘密に管理する必要があるのは、自分の復号
鍵だけとなります。

RSA VS AES

• 公開鍵暗号方式（RSA）では相手の数に応じで鍵を作る必要が
ありますが、共通鍵暗号方式（AES）では相手の数に関係なく
公開鍵は1つでよいので鍵の管理が容易です。

• 公開鍵暗号方式（RSA）のメリットは安全性の高いという点で
すが、処理時間が遅いというデメリットもあります。
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公開鍵暗号方式と共通鍵暗号方式を使っ
たSSL
• 「公開鍵暗号方式」で、通信内容を暗号化するための「共通

鍵」を、クライアント/サーバー間で共有します。
• 「クライアント」から、”SSL通信をしたいです”と、「サー

バー」へ要求する
• 「サーバー」は、”了解”と言って、SSL（サーバー）証明書と

公開鍵を、「クライアント」へ送信する
• 「クライアント」は、受け取った公開鍵を用いて、（クライア

ント側で生成した）「共通鍵」を暗号化して、「サーバー」へ
送る

• 「サーバー」は、受け取った暗号データを、秘密鍵を用いて復
号化し、「共通鍵」を取得する

• 共有した共通鍵を用いた「共通鍵暗号方式」で、実際の通信
データ（個人情報やログイン情報）を暗号化して通信します。

• 「クライアント」が、通信データを「共通鍵」で暗号化し
「サーバー」へ送信する

• 「サーバー」は、受け取った暗号データを「共通鍵」で復号化
し、データを取得する

• 「サーバー」から「クライアント」への通信も、同じ流れにな
ります。
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SSL証明書

• 通信を暗号化する目的は、仮に第三者から通信データを傍受さ
れても、暗号化されているので情報を特定されるリスクがない
ことです。

• Webサイトでは、特にネットショップなどで「個人情報」や
「クレジットカード情報」を登録するページで、暗号化がされ
ています。理由は明白で、第三者に傍受されると非常に危険な
情報を扱うからです。

• ネットショップなどでは、必ず「SSL証明書」という、「公的
な第三者機関（認証局）」が発行する証明書を取得して、安全
性・信頼性を担保しています。

• 以前は、年に２～３万円はする「SSL証明書」でしたが、昨今
では、３０００円程度のモノもあり、個人でも導入が容易に
なっています

WordPressは、オープンソースのブログ
ソフトウェア(PHPで開発)
• 個人でも、ブログやWebサイトを運営している方は、サイトの

「管理ページ」や「管理ページにアクセスする際のログイン
ページ」なども、暗号化をしておいた方が良いです。

• もしログイン情報を第三者に傍受されていた場合、暗号化して
いなければ、第三者からその情報で不正ログインされてしまう
リスクがあるからです。

• WordPressを利用している場合は、簡単に「ログインページ」
と「管理ページ」を暗号化させることができます。

https://techacademy.jp/briefing-lp-wordpress-s?utm_source=yahoo&utm_medium=cpc&utm_campaign
=03_briefing_wordpress&yclid
=YSS.1000002331.EAIaIQobChMIkeD5076d5gIVQ7aWCh1vbQuaEAAYASAAEgItfPD_BwE
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提案方法
• ステガノグラフィにはDWTに基づくものがある。 DWTには、

他のステガノグラフィ手法よりも優れた利点がある。メッセー
ジは、暗号化技術を使用して理解できない別の形式に事前にエ
ンコードして、セキュリティを強化

• 暗号化の主な目的は、許可されていない人々からデータを保護
• 暗号化のうちの1つはトリプルDES方法(処理時間が短い)
• 1が64ビットブロックで動作し、3つのキーを使用：各キーはサ

イズが56ビットであり、これらのキーはトリプルDESの⾧所
• この方法は、処理時間が適度に速く、ブルートフォース、選択

されたプレーンテキスト、既知のプレーンテキストなどの攻撃
に対する耐性がある

目的

• DESの処理速度の速い暗号化によってセキュリティを高め、
→3重化DES

• なおかつ、秘匿情報を原情報に埋め込むことによって、→離散
ウェーブレットに基づくステガノグラフィー

• 原情報の著作権を守る

• トリプルDESのキーを秘匿化することも可能
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• DESは、代表的な共通鍵暗号アルゴリズムで、米国では政府標準の
暗号化手法の1つ

• DESは、データを64ビット⾧のブロックに分割し、各ブロックを
56ビット⾧の鍵で暗号化する共通暗号鍵アルゴリズム

• トリプルDESは、DESを3重に繰り返すことで、暗号強度を高めて
いる。DESは仕様が公開

• UNIXシステムにおけるログイン時のパスワードによるユーザー認
証でDESが使われているのは有名

• UNIXのパスワードはDESの鍵として機能しており、ある固定した
データを、ユーザーが打ち込んだパスワードを鍵として暗号化

• その出力された暗号文を、/etc/passwdに記録されたユーザーの暗
号文データと一致するかどうかをチェックすることによって、ユー
ザー認証を行っている。

• UNIXのパスワードが8文字までしか有効ではないのは、DESの鍵が
56ビットであることと関連している。トリプルDESが採用されて
いれば、16文字あるいは24文字まで有効である。

トリプルDES暗号化

• トリプルDES 暗号化は、3 つの 8 バイトの DES 鍵からなる 3 
倍⾧の DATA 鍵を使用して、以下の方法により 8 バイトのデー
タを暗号化

• 最初の鍵を使用してデータを暗号化
• 2 番目の鍵を使用して結果を復号
• 3 番目の鍵を使用して 2 番目の結果を暗号化
• トリプルDES 暗号化が行われたデータを復号する場合は、以下

のように手順は逆
• 3 番目の鍵を使用してデータを復号
• 2 番目の鍵を使用して結果を暗号化
• 最初の鍵を使用して 2 番目の結果を復号
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DWTと挿入プロセス
• 1）トリプルDESを使用して

キーでドキュメントを暗号化
し、暗号文を取得

• 2）暗号文を、暗号文1、暗号
文2、および暗号文3に分ける

• 3）DWTを使用してカバー画
像を変換し、R、G、Bレイ
ヤーの4つのサブバンドを取
得

• 4）各暗号文を各レイヤーR、
G、BのHHサブバンドに挿入

• 5）画像再構成はIDWTを使用
して、ステゴ画像を生成

挿入プロセスでは、カバー画像、
ドキュメント（.docx、.xlsx、.pdf、
または.txt）、およびキー（K1、K2、
およびK3）が必要
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抽出方法
• 1）DWTを使用してス

テゴ画像を変換し、R、
G、Bレイヤーの4つの
サブバンドを取得

• 2）各シートのHHサブ
バンドの情報を抽出

• 3）抽出された情報を
組み合わせて、完全な
暗号文を取得

• 4）3DESを使用して
暗号文を復号化し、ド
キュメントを取得する
ためのキーを使用

実験
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カバー画像
• (a) Airplane.png 
• (b) Arctichare.png 
• (c) Baboon.png 
• (d) Boat.png 
• (e) Boy.bmp 
• (f) Cat.png 
• (g) Fruits.png 
• (h) Frymire.png 
• (i) Lena.png 
• (j) Peppers.png 

TYPES OF SUPPORTED DOCUMENTS

• ドキュメントの挿入
• さまざまな拡張子を持つド

キュメントを各画像に挿入
して、各画像に各素材を挿
入する時間を比較

• このテストで使用した文書
の種類は、12 KB docx、サ
イズ9.67 KBのxlsx、22.3 
KBの容量のpdf、および161
バイトの容量のtxt
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実験に用いたPC: Let’s Note CF-R9

• CPU: Intel Core i7 (1.07GHz)
• RAM: 4GB
• 32 bit OS
• X64 Base Processor

画像に文書を挿入するのに要する時間

OKU & AIMaP 2019 Workshop on Wavelet theory and its applications to engineering 53



2019/12/6

13

文書復元に要する時間

画質評価

• 文書挿入した画像の画質
評価結果

• 画像のHHに文書を挿入
(この時、原画像および文
書は1-255の値を持つが、
256レベルすべてを挿入
した：この挿入レベルを
Insertion Valueと呼ぶ)

• 復元画像と原画像のMSE
とPSNRを評価

Images Image 
Assessment

Document Types
docx xlsx pdf txt

Airplane
512x512

MSE 18 15 - 2

PSNR 23 25 - 43
Arctichare
512x512

MSE 18 14 - 2

PSNR 23 25 - 44
Baboon
512x512

MSE 18 16 - 2

PSNR 23 24 - 42
Boat

512x512
MSE 18 15 - 2
PSNR 23 25 - 43

Boy
768x512

MSE 14 11 22 1
PSNR 26 27 21 46

Cat
490x733

MSE 14 12 23 2
PSNR 25 27 21 45

Fruits
512x512

MSE 17 15 - 2
PSNR 24 25 - 43

Frymire
1118x1106

MSE 5 5 7 1

PSNR 34 35 31 52
Lena

512x512
MSE 17 15 - 2
PSNR 23 25 - 43

Peppers
512x512

MSE 17 15 - 2

PSNR 23 25 - 43
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Insertion valueとPSNRと
の関係

Original Image Insertion 
Frequency

Insertion 
Value Encryption Result Decryption Result PSNR

Airplane.png HH 10 airplane.encripsi.nilai.10.png Error 52 dB

Airplane.png HH 20 airplane.encripsi.nilai.20.png Error 49 dB

Airplane.png HH 30 airplane.encripsi.nilai.30.png Error 47 dB

Airplane.png HH 40 airplane.encripsi.nilai.40.png Error 45 dB

Airplane.png HH 50 airplane.encripsi.nilai.50.png Original Document 43 dB

Airplane.png HH 60 airplane.encripsi.nilai.60.png Original Document 41 dB

Airplane.png HH 70 airplane.encripsi.nilai.70.png Original Document 40 dB

Airplane.png HH 80 airplane.encripsi.nilai.80.png Original Document 39 dB

Airplane.png HH 90 airplane.encripsi.nilai.90.png Original Document 38 dB

Airplane.png HH 100 airplane.encripsi.nilai.100.png Original Document 37 dB

Airplane.png HH 150 airplane.encripsi.nilai.150.png Original Document 34 dB

Airplane.png HH 200 airplane.encripsi.nilai.200.png Original Document 32 dB

Airplane.png HH 255 airplane.encripsi.nilai.255.png Original Document 31 dB
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画像処理攻撃に対する
耐性

Original Image Manipulation Degree / Area Encryption Result Decryption Result
Airplane.txt.png Brightness 10% Brightness.10%.png Original Document
Airplane.txt.png Brightness 20% Brightness.20%.png Original Document

Airplane.txt.png Brightness 30% Brightness.30%.png Original Document

Airplane.txt.png Brightness 50% Brightness.50%.png Original Document

Airplane.txt.png Brightness 100% Brightness.100%.png Original Document

Airplane.txt.png Brightness 150% Brightness.150%.png Original Document

Airplane.txt.png Brightness -150% Brightness.minus150%.png Original Document

Airplane.txt.png Contrast 100% Contrast.100%.png Original Document

Airplane.txt.png Contrast -50% Contrast.minus50%.png Original Document

Airplane.txt.png Crop Up Crop.atas.png Original Document

Airplane.txt.png Crop Down Crop.bawah.png Blank Document
Airplane.txt.png Crop Right Crop.kanan.png “Can’t be Extracted”

Airplane.txt.png Crop Left Crop.kiri.png "The Key That You Entered Is Incorrect"

Airplane.txt.png Resize 400x400 Resize.400x400.png “Can’t be Extracted”

Airplane.txt.png Resize 500x500 Resize.500x500.png “Can’t be Extracted”

Airplane.txt.png Resize 510x510 Resize.510x510.png “Can’t be Extracted”

Airplane.txt.png Resize 514x514 Resize.514x514.png “Can’t be Extracted”
Airplane.txt.png Rotate 90o CW Rotate.kanan.png Blank Document
Airplane.txt.png Rotate 90o CCW Rotate.kiri.png “Can’t be Extracted”
Airplane.txt.png Rotate 180o Rotate.penuh.png “Can’t be Extracted”
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ステガノグラフィー
＋暗号化

Insertion@LL, Decryption Result: Blank 
Document, MSE=11%, PSNR=27dB

Original Encryption Result
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Insertion@LH, Decryption Result: Original 
Document, MSE=2%, PSNR=42dB

Original Encryption Result

Insertion@HL, Decryption Result: Original 
Document, MSE=2%, PSNR=43dB

Original Encryption Result
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Insertion@HH, Decryption Result: Original 
Document, MSE=2%, PSNR=43dB

Original Encryption Result

まとめ
• PDFドキュメントを使用した暗号化および復号化プロセスは、

ファイルサイズが大きいため、他の種類のドキュメントを使用
するよりも時間がかかる

• 抽出ドキュメントは、元のコンテンツと正確に一致: ドキュメ
ント画像が大きいほど、またはドキュメントファイルサイズが
小さいほど、品質が高い

• HLおよびHHにドキュメントを挿入すると、MSEおよびPSNR
の値が大きくなるため、他よりも高品質の画像が生成

• 最小のMSEと大きなPSNR及びドキュメントを完全抽出でき観
点から、最適なInsertion Valueは50

• ステゴ画像は、明るさとコントラスト操作の攻撃に対して耐性
がある

• ステゴ画像は、サイズ変更および回転攻撃に耐性がない
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Mf(ω) =

∫ ∞

0

f(t) tωdt (1)

で定義する．ただし，ω ∈ R+ とする．
ω を非負の整数 n に取れば，Mellin 変換は，n 次モーメントを求めているこ

とになる．全ての次数のモーメントが分かれば，元の関数が構成できるとかいう
「モーメント母関数」があるので母関数について説明する．
逆変換は，複素領域で，Mf(ω) の極を全て囲む単純閉曲線 C で，線積分

f(t) =
1

2π

∫
C

Mf(ω) t−ω dω

を計算することで得られる．逆ラプラス変換と似たような感じ．

1.1 Mellin 変換についての注意

Mellin 変換の定義式 (1) は，フランス人 Roger Godement の書いた Springer の
教科書 “Analysis III” [1] での定義を採用した．工学系の多くの応用では，この定
義を使っている．
Wolfram MathWorld [2] や Wikipedia [3] では，Mellin 変換の定義として，

Mf(s) = φ(s) =

∫ ∞

0

f(t) ts−1 dt,

M−1φ(t) = f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
φ(s) t−s ds

1
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Mellin 変換を用いた，画像の拡大・縮小率を求
める数値実験について

守本晃（大阪教育大学）

2019年 12月 5日

1 Mellin 変換
R+ := {t ∈ R | t ≥ 0} で定義された（急減少）関数 f(t) の Mellin 変換を，



を採用している．逆変換は，複素平面上実部が c の直線で区切られた左半平面に
φ(s) の極が全て入るようにし，φ(s) の極での φ(s) t−s の留数を全て足し合わせろ
ということ．
我々の採用した Mellin 変換は，両側ラプラス変換

B[f(t)](s) =
∫ ∞

−∞
f(t) e−st dt

において，η = e−t と変数変換すると，

B[f(e−t)](s) =

∫ ∞

−∞
f(e−t) e−st dt

=

∫ 0

∞
f(η) (e−t)s (− 1

e−t
dη)

=

∫ ∞

0

f(η) ηs−1 dη

= M[f ](s− 1)

になる．ただし，η = e−t と変数変換すると，t : −∞ → ∞ は η : ∞ → 0 で，
dη = −e−tdt であることを使った．
一方，Wolfram の定義では，B[f(e−t)](s) = M[f ](s) である．M[e−t](s) がガ

ンマ関数になる．

2 母関数
数列 {an} に対して，関数列 {en(t)} の重み付き和

f(t) =
∑
n

an en(t)

を母関数とよぶ．母関数（generating function）とは，数列から生成される関数と
いう意味であり，テーラー展開，三角級数展開，z-変換（ローラン展開）なども母
関数である．

2.1 テーラー展開

数列 {an}n=0,1,... に対して，関数列として n 次単項式 tn で和を取ると，母関数

f(t) =
∞∑
n=0

an t
n (2)

2
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を得る．このとき，両辺を n 階微分して，t = 0 を代入することにより，

an =
f (n)(0)

n!
(3)

である．
逆に無限階連続微分できる関数 f(t) に対して，係数を式 (3) で与え和 (2) を考

えたとき，条件が良ければ元の関数に戻ることが分かっている（テーラーの定理）．

2.2 三角級数展開

関数列として，{e2πint}n∈Zを考えた場合が三角級数展開に相当する．数列 {an}n∈Z
に対して，和

f(t) =
∞∑

n=−∞

an e
2πint (4)

を考えると母関数になる．f(t) は周期 1 の周期関数になる．区間 [0, 1) で関数列
{e2πint}n∈Z が正規直交するので，数列 an は，

an =

∫ 1

0

f(t) e2πint dt =

∫ 1

0

f(t) e−2πint dt (5)

で計算できる．三角級数展開は，Fourier が 1807 年に熱伝導方程式を解くときに
使った方法である．周期 1 の周期関数 f(t) に対して，係数を式 (5) で定め，母関
数 (4) を考えたときに，元に戻るかは，重要な問題であり，盛んに研究されてい
る．1904 年にルベーグ積分が発表されて，L2([0, 1)) に入る関数なら元に戻るとい
うことが分かった．ちなみに，1845年のリーマン積分を提案した論文のタイトル
も，“Über die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe”

（三角級数による関数の表現可能性に関して）であった．

2.3 モーメント母関数

モーメント母関数（積率母関数）については，f(t) のラプラス変換

L[f ](s) =
∫ ∞

0

f(t) e−st dt

の e−st に 0 の周りのテーラー展開

e−st =
∞∑
n=0

1

n!
(−st)n =

∞∑
n=0

(−s)n

n!
(t)n

3
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を代入して，和と積分の順序を変えると，∫ ∞

0

f(t) e−st dt =

∫ ∞

0

f(t)

[
∞∑
n=0

(−s)n

n!
(t)n

]
dt =

∞∑
n=0

[∫ ∞

0

f(t) tn dt

]
(−s)n

n!

になり，n 次モーメントを
(−s)n

n!
で足し合わせる母関数である．この母関数を逆

ラプラス変換すれば，f(t) が再構成される．

3 スケール変換と Mellin 変換
スケール変換 fα(t) = f(αt) の Mellin 変換は，

Mfα(ω) =

∫ ∞

0

f(αt) tωdt

=

∫ ∞

0

f(y)
( y
α

)ω dy

α

= α−(ω+1)Mf(ω)

である．これらの式から α を計算するには，

αω+1 =
Mf(ω)

Mfα(ω)
=⇒ α =

(
Mf(ω)

Mfα(ω)

)1/(ω+1)

.

図 1 では，一周期分の sin(t) と sin(αt), α = 0.7．時間幅 0.2 でサンプリングし
て，Mellin 変換を計算し，α を横軸 ω で描いた推定した．
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0.5

1
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0.7

0.702

0.704
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0.708
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 a = 0.7
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w

図 1: 青：sin(t) 一周期，赤：sin(αt), α = 0.7 一周期．時間幅 0.2．右：α の推定．

原点の位置 t = 0が非常に重要で，ここがずれると全く歯が立たない．図 2参照．

4
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図 2: 上：α = 0.7 で原点がずれているとき．下：原点が一致しているとき．

4 フーリエ空間で Mellin 作用素
実空間での平行移動は，フーリエ変換すると，変調に変わる．フーリエ変換の絶

対値を取ると，変調部分は大きさ 1 なので考える必要がなくなる．そこで，フー
リエ像の絶対値にたいして，Mellin 変換を考えると，実空間での平行移動の効果
を打ち消せる．f(t) と fα(t) = f(αt) のフーリエ変換は，それぞれ

f̂(ξ) =

∫
R
f(t) e−iξt dt

f̂α(ξ) =

∫
R
f(αt) e−iξt dt =

∫
R
f(s) e−iξs/α dt

α
=

1

α
f̂

(
ξ

α

)

5
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である．フーリエ像の絶対値の Mellin変換を考えよう．ただし，パラメータ p > 0

を追加するので，Mellin 作用素である．

M
∣∣∣f̂ ∣∣∣ (p, ω) = ∫ ∞

0

∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣p ξω dξ

M
∣∣∣f̂α∣∣∣ (p, ω) = ∫ ∞

0

∣∣∣∣ 1α f̂

(
ξ

α

)∣∣∣∣p ξω dξ

=
1

αp

∫ ∞

0

∣∣∣f̂ (η)
∣∣∣p (αη)ω α dη

= αω+1−pM
∣∣∣f̂ ∣∣∣ (p, ω)

よって，α を求めると，

αω+1−p =
M
∣∣∣f̂α∣∣∣ (p, ω)

M
∣∣∣f̂ ∣∣∣ (p, ω) =⇒ α =

M
∣∣∣f̂α∣∣∣ (p, ω)

M
∣∣∣f̂ ∣∣∣ (p, ω)


1

ω + 1− p
.

4.1 α の推定例と数値計算上の注意

4.1.1 信号とそのフーリエ変換

・ 信号については，図 3 左の 2 周期分の正弦波を考える．青が元の信号で，区間
[0, 2π] 内に sin(2πt) 2 周期分を少しずらしてはめ込んで，∆1 = 0.01 間隔でサン
プリングした信号である．一方，赤信号は α = 1.3 とした sin(2παt) 2 周期分を
少しずらして区間 [0, 3π] にはめ込んで，∆2 = 0.007 間隔でサンプリングした信号
である．fft を使ってフーリエ変換するときに，奇数長と偶数長で目盛りの扱い
が異なるから，奇数長データは最後に 0 の要素を加えて各データ列は偶数長にな
るようにする．

・ フーリエ変換を計算するには，データの fft にサンプリング間隔をかければ，
中点則を用いた数値積分になる．ただし，Matlab なら fftshift で直流成分を真
ん中にする必要がある．このとき，青信号の角周波数軸は，

• 最低角周波数：−π/∆1

• 角周波数刻み：2π/∆1/青信号のデータ長

• 最高角周波数：π/∆1 −周波数刻み

• 角周波数軸：最低角周波数から最高角周波数までを角周波数刻みで

6
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図 3: 左：青元信号，赤：α = 1.3 で原点がずれている信号．右：それぞれのフー
リエ変換の絶対値（ただし周波数軸を [−100, 100] [rad] で切った）．

である．それぞれのフーリエ変換の絶対値を描くと図 3 右になる．
フーリエ変換の絶対値を p 乗し，α を推定すると，図 4 および図 5 になる．

p = 3 以上に取ると，α = 1.3 と推定できる．ただし，ω = p− 1 のところで，ゼ
ロ割になり計算できない．
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図 4: 左：フーリエ変換の絶対値の p = 1, 2 乗．右：α = 1.3 の推定（横軸 ω）．
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図 5: 左：フーリエ変換の絶対値の p = 3, 4 乗．右：α = 1.3 の推定（横軸 ω）．

5 2 次元関数に対する Mellin 変換・作用素
Mellin 変換は，1 次元の区間 [0,∞) で定義された関数に対する変換であるから，

2 次元の関数・画像に対しては，(r, θ) で極座標表示し，各 θ ごとに動径 r 方向に
Mellin 変換を行う．
ここでは，Mellin 変換を原点からの距離 t の ω 乗に関数値 f(t) をかけた積分

と考えて，そのまま 2 次元に拡張した Mellin 作用素も定義する．

5.1 画像の極座標表示を用いた Mellin 変換

画像の左上を原点として，図 6 左のように極座標 (r, θ) を入れる．θ の範囲は
0 ≤ θ ≤ 90 度である．
図 7 左のバーバラさんの一部とそれを α = 0.73 倍に縮小した中図で θ を 0 度

から 90 度まで，0.5 度刻みで，ω を 1 から 10 まで 0.1 刻みで動かして α の値を
計算すると図 8 左を得る．縦方向が θ で上側が 0 度，下側が 90 度である．横方
向が ω で左端が ω = 1，右端が ω = 10 である．カラーバーから α の値は， 0.71

から 0.74 の間であることが分かる．図 8 右には，左図の α の値の分布状態をヒ
ストグラムとして表示した．

8
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r

q

r

O

図 6: 左：画像の極座標表示．右：極座標表示された (r, θ) の位置 × に一番近い
画素 ◦ の輝度を関数値とする．

図 7: 左：バーバラさんの一部．中：それの 0.73 倍．右：縦方向 0.73 倍，横方向
0.91 倍．

つぎに，図 7 右図のバーバラさんの一部を縦方向に α1 = 0.73 倍，横方向に
α2 = 0.91 倍した画像に対して，α を計算する．計算結果を図 9 に示す．

5.2 2 次元 Mellin 作用素

R2 で定義された関数 f(x1, x2) に対して，Mellin 作用素を

Mf(ω) =

∫
R2

f(x1, x2) (x
2
1 + x2

2)
ω/2dx1dx2

9
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5

図 8: バーバラさんの一部とその 0.73 倍を Mellin 変換する．左：α を角度 θ，ω

に対して計算した図．右：左図の α の分布状態．

a  = 0.73, a  = 0.91

0.7

0.8

0.9

10

45

90

q

1 10w5

1 2

図 9: バーバラさんの一部とその縦 0.73 倍，横 0.91 倍を Mellin 変換する．左：α

を角度 θ，ω に対して計算した図．右：左図の α の分布状態．縦方向の α1 = 0.73

倍と横方向の α2 = 0.91 倍が現れる．

で定義すると，スケール変換 fα(x1, x2) = f(αx1, αx2) に対しては，

Mfα(ω) =

∫
R2

f(αx1, αx2) (x
2
1 + x2

2)
ω/2dx1dx2

=

∫
R2

f(y1, y2)

(
y21 + y22
α2

)ω/2
dy1
α

dy2
α

= α−(ω+2)Mf(ω)

10
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の関係が成立する．したがって，α を求めると，

αω+2 =
Mf(ω)

Mfα(ω)
=⇒ α =

(
Mf(ω)

Mfα(ω)

) 1

ω + 2

である．この方法で，図 7 左と中のバーバラさんの一部とその 0.73 倍に対して，
α を推定すると，図 10 であり，1 から 15 までの ω に対して，α = 0.73 で一定な
ことが分かる．

0 5 10 15

0.73014

0.73016

0.73018

0.7302

0.73022

0.73024

a = 0.73

w

図 10: バーバラさんの一部とその 0.73 倍を Mellin 作用素を用いて α を計算する．
横軸 ω に対して，ほぼ α = 0.73 で一定であることが分かる．

6 2 次元フーリエスペクトルの Mellin 作用素
2 変数関数 f(x1, x2) のフーリエ変換を

f̂(ξ1, ξ2) =

∫
R2

f(x1, x2) e
−i(x1ξ1+x2ξ2) dx1dx2

で定義すると，スケール変換 fα(x1, x2) = f(αx1, αx2)のフーリエ変換は，y1 = αx1,

y2 = αx1 と変数変換すると，dy1dy2 = α2dx1dx2 なので，

f̂α(ξ1, ξ2) =

∫
R2

f(αx1, αx2) e
−i(x1ξ1+x2ξ2) dx1dx2

=

∫
R2

f(y1, y2) e
−i(y1ξ1+y2ξ2)/α

dy1dy2
α2

=
1

α2
f̂

(
ξ1
α
,
ξ2
α

)
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である．絶対値を取って，
∣∣∣f̂(ξ1, ξ2)∣∣∣ と ∣∣∣f̂(ξ1, ξ2)∣∣∣ の p > 0 乗のMellin 作用素を

考えると，

M|f̂ | (p, ω) =
∫
R2

∣∣∣f̂(ξ1, ξ2)∣∣∣p (ξ21 + ξ22)
ω/2dξ1dξ2

M|f̂α| (p, ω) =
∫
R2

∣∣∣f̂α(ξ1, ξ2)∣∣∣p (ξ21 + ξ22)
ω/2dξ1dξ2

=

∫
R2

∣∣∣∣ 1α2
f̂

(
ξ1
α
,
ξ2
α

)∣∣∣∣p (ξ21 + ξ22)
ω/2dξ1dξ2

=

∫
R2

1

α2p

∣∣∣f̂ (η1, η2)
∣∣∣p (α2η21 + α2η21

)ω/2
α2dη1dη2

= αω+2−2pM|f̂ | (p, ω)

ただし，η1 = ξ1/α, η2 = ξ2/α, dη1dη2 = dξ1dξ2/α
2 とおき変えた．従って，α を

求めるためには，M|f̂ | (p, ω) とM|f̂α| (p, ω) の商を取って，

αω+2−2p =
M|f̂α| (p, ω)
M|f̂ | (p, ω)

=⇒ α =

(
M|f̂α| (p, ω)
M|f̂ | (p, ω)

) 1

ω + 2− 2p

で求まる．
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